Coleccion Documentos Ciemat

ANALISIS DEL TRANSPORTE DE CONTAMINANTES
EN MEDIOS POROSOS. SOLUCIONES ANALITICAS

J
J

—-——

MIGUEL GARCIA-GUTIERREZ
TIZIANA MISSANA

[
GOBIERNO MINISTERIO , Ciematl
DE ESPANA DE CIENCIA, INNOVACION Centro de Investigaciones

Y UNIVERSIDADES Energéticas, Medioambientales

y Tecnoldgicas






ANALISIS DEL TRANSPORTE DE CONTAMINANTES
EN MEDIOS POROSOS. SOLUCIONES ANALITICAS

MIGUEL GARCIA-GUTIERREZ
TIZIANA MISSANA



Es propiedad:

EDITORIAL CIEMAT
Avda. Complutense, 40
28040-MADRID

2018

Catalogo general de publicaciones oficiales
http.://www.060.es

Deposito Legal: M-41774-2018
ISBN: 978-84-7834-811-4
NIPO: 058-18-041-7

El CIEMAT no comparte necesariamente las opiniones y los juicios expuestos en este documento,
cuya responsabilidad corresponde Unicamente a los autores.

Publicacién incluida en el programa editorial del suprimido Ministerio de Economia, Industria y
Competitividad y editada por el Ministerio de Ciencia, Innovacion y Universidades (de acuerdo
con la reestructuracion ministerial establecida por Real Decreto 355/2018, de 6 de junio



Analisis del transporte de contaminantes en
medios porosos.
Soluciones analiticas.

M. Garcia-Gutiérrez, T. Missana

. Fisicoquimica de Actinidos y Productos de Fision



il



INDICE

R 1o 4 oo (¥ ol o o SRS 1
2 Flujo en medios porosos. LeY de DarCy.......cccuueeiiriiiieeiriiiieeesiiieeeseiieeessieeesssiveeesssneeeesns 3
T Yo | V7=T ool o T o USSR 5
L B 10T Y o] VPO UUPTRRRN 7
LSS B 111 o o [ SRS 9
6 REACCIONES QUIMICAS ciieiieeieiiiiiieee ettt et e e e e e e e eettre e e e e e e e eesabbraeeeeeeeesnnsssaeeeeeeeesnnnnreens 10
6.1  SOrcion €N eqQUIlIDIIO...c.ccuiiie i s 10
6.2 SOrcion en No eqUIlIDIIO......ccii i e 12
6.3  Desintegracion radiactiva y biodegradacion .......ccceeeeeiiiiiiiiiiirieeeee e 13

7  Ecuacion del Transporte de Contaminantes .......cccuveeeeeeeeeeieciiiieeeee e e e 14
7.1  Condiciones iniciales y de CONTOINO .......uiiiviiiiiiiiiiieee e 17
7.1.1  Condiciones INICIAIES .......uviiiieeiei ettt e e e e e e reae e e e e e 18
7.1.2  Condiciones de CONtOINO.....ceiiiiieiciiiieeeee e et e e e et e e e e e e e snrreaeeeeeeeens 18

/2% A V| 1ol o g e [T =Y o o PSR 20
7.3 PrinCipio de SUPEIPOSICION. ..ueiiiiiiiiieiiiiiieeeeitiee e esrte e e ssite e sstre e e s sire e e s ssaraeesssaaeaeesns 21

8  Soluciones analiticas. Transporte 1-D. .......ccoiviiieiiiiiiiiee e 23
8.1 Inyeccién continua de coNtamiNaNte. ........cccueeeieiiiiieeiee e e e 23
8.1.1 Condicion de contorno de Tipo 1 0 Dirichlet. .....cccvvvveeeeeiieiiiiiiieeeee e, 23
8.1.2  Condicion de contorno de Tipo 2 0 NEWMaAN. .cccuvvreereeeeeeineiiirieeeeeeeeeennreeeen. 35
8.1.3  Condicidon de contorno de Tipo 3 0 Cauchy. ....cooccvirreeeeeieeieeeeeee e, 36

8.2 Inyeccidn instantanea de contaminante. Pulso de contaminante..........cccccvveeee... 39
8.2.1 Contaminante CONSErVatiVO ......ccoiiiiiiiiiiie i e e 40
8.2.2  Contaminante CON SOMCION .......uvieieciiiee ettt e e e arr e e e sar e e e eaneeas 42

il



8.2.3 Contaminante radiaCliVO.....uuviviiuiiiiiiiiei ettt ette e ettt eeeebssseeeanasees 43

8.2.4  Contaminante con sorcion y radiaCtivo .........cooeeeciirreeeeeeeee e 44

9  Soluciones analiticas. TranSPOrte 2-D. .....cccueeeeeeieiiiiiiiiiieeeee e cecirree e e e e eecnrrereee e e e s anrres 50
9.1 Inyeccién puntual continua en un acuifero 2D con flujo uniforme .........cccccccuueee. 50
9.2 Inyeccién puntual instantanea de contaminante. Pulso de contaminante. ............. 52
9.3 Inyeccidn lineal continua. Condicion de contorno de Tipo 1. ...cccvvveeeeeeeeiccinreeeeeennn. 55
10 Soluciones analiticas. TransSPOrte 3-D. .....ccoccciriiiiiee i eeerrrree e e e e 58
10.1 Fuentes continuas de contaminante. Fuente plana finita. ......ccccooeecciiveeee e, 58
O T 0 R B 7o Y1 0 1101 Lo X =) PSSR 59
10.1.2  DOMINIO (D) eereiiiiiiiiiiiiiiee et e et e s e e s e e ssbbbaereeeeeesnasseaens 61
10.1.3  DOMINIO (C) erereeeeieiiirireeeeeeeiiiiieirrereeeeeeeesitrerrrereeeeeeeesssstareeeseeesesassrraereeesessnnssrrens 63
10.2 Fuente puntual instantdnea. Pulso de contaminante. ........ccccceeiveeieccieeeccciee e, 69
I R 0= =T o =T o Yol =TSP 73

v



1 [INTRODUCCION

El agua subterranea es un recurso muy importante en la mayoria del mundo. Analizar las
posibles fuentes de contaminacién y los procesos de transporte de los contaminantes en los
sistemas acuiferos, en general medios porosos, resulta muy util para intentar corregir o
evitar la destruccién de este recurso.

Cuando un contaminante entra en el agua subterrdnea, normalmente en disolucién, se
pueden producir dos situaciones; que no exista interaccion del contaminante con el medio
geoldgico, es decir, que se trate de un soluto conservativo que se movera por adveccién y
estara afectado por la dispersion y difusidén; o que exista interaccion, como adsorcion,
precipitacion/disolucion, reacciones quimicas, etc. en este caso se trata de solutos reactivos
y sera necesario incluir también estos procesos en el estudio de su transporte.

Hay tres aspectos muy importantes en las fuentes de contaminacién: su tipo, por ejemplo
que sea puntual o continuo; su historia 0 cémo cambia la produccién del contaminante con
el tiempo; y el tipo de contaminante, que determinara la importancia de la contaminacion.
Una fuente puntual es pequefia, puede ser un depdsito o una laguna con un contaminante
claramente identificable. Una fuente no puntual o difusa, se presenta sobre grandes
extensiones de terreno. Un derrame es un ejemplo de una fuente no continua, mientras que
un estanque o una balsa pueden verter, por ejemplo a través de fisuras, de una forma
continua. Los contaminantes mas numerosos son los organicos, pero son también muy
importantes los inorgdnicos, como metales pesados o elementos radiactivos. También hay
qgue considerar los nutrientes y los contaminantes de origen microbioldgico. La Figura 1
presenta un esquema de diferentes situaciones en las que se puede producir la
contaminacién de un acuifero.

Para estudiar el transporte de contaminantes en un medio poroso saturado hay que conocer
como se mueve el agua en ese medio. Hay que entender la ley de Darcy que explica el flujo
en los medios porosos, hay que saber qué es el gradiente hidraulico y conocer los procesos
de adveccidn, dispersion y difusion que nos definirdn la ecuacién de transporte de solutos.
La primera parte de este documento contiene esta informacion.

La ecuacion del transporte de contaminantes es una ecuacion diferencial, que puede
resolverse mediante métodos analiticos o numéricos. Las soluciones analiticas son
soluciones exactas, aunque se basan en condiciones de contorno que hay que valorar en un
contexto realista, mientras que las numéricas son soluciones aproximadas. En éste
documento Unicamente se van a considerar las soluciones analiticas.
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Figura 1. Usos del suelo que normalmente general amenazas de contaminacion del agua subterranea.
(http://www.eurosur.org/medio_ambiente/bif74.htm; Rodriguez Olivares, 2009)

Los métodos analiticos requieren imponer condiciones iniciales y de contorno para resolver
la ecuacidon diferencial. Por ello, las soluciones analiticas estan limitadas a sistemas con
geometrias regulares, con propiedades uniformes u homogéneas del material y
generalmente requieren que el problema sea lineal. Las soluciones analiticas se presentan
en forma de expresiones algebraicas y se aplican extensamente en los estudios del
transporte de contaminantes en aguas subterrdneas y en el anadlisis de ensayos de
laboratorio. También se utilizan para comprobar la validez de los métodos numéricos, muy
utiles a la hora de estudiar el transporte de contaminantes a través de acuiferos en
situaciones ambientales reales.

A lo largo del documento se explicara la ley de Darcy, asi como los conceptos de adveccién,
dispersion y difusién, y se consideraran también la adsorcién y la desintegracién radiactiva.
Todos ellos son términos que conforman la ecuacién de transporte de los contaminantes. Se
presentaran soluciones analiticas a la ecuacion de transporte de solutos para diferentes
configuraciones.

Existen muchas fuentes disponibles para encontrar soluciones analiticas a la ecuacion de
transporte, pero la mayoria se presentan como un tratado matematico sin ejemplos de
aplicacion a casos reales. Aqui trataremos de presentar las soluciones y su aplicacién a
situaciones reales, principalmente en estudios de laboratorio, donde presentan mayor
utilidad.

El lector interesado podra encontrar muchas mas soluciones analiticas en los trabajos de van
Genuchten y Alves (1982), Javandel et al., (1984), Wexler (1992) y Aral (2001). También
existen aplicaciones web donde se pueden analizar distintas soluciones analiticas, como la
qgue mantiene la Universidad de lllinois (Valocchi y Werth, 2004) “Interactive models for
Groundwater Flow and Solute Transport” (http://hydrolab.illinois.edu/gw applets) o
programas publicos como STANMOD (STudio of ANalytical MODels) del Departamento de
Agricultura de los Estados Unidos, U.S. Salinity Laboratory, https://www.ars.usda.gov con los
que el lector podrd estudiar la influencia de cada uno de los parametros en el transporte de
solutos. Este documento contiene un gran nimero de ejemplos para facilitar la comprensién
y uso de muchas de las soluciones presentadas.




2 FLUJO EN MEDIOS POROSOS. LEY DE DARCY

El flujo de agua en los medios porosos se basa en la ley de Darcy, que se puede explicar
experimentalmente utilizando un permeametro, Figura 2. Un permeametro es un tubo de
seccion constante por el que se hace circular agua conectando a uno de sus extremos un
depdsito elevado de nivel constante. En el otro extremo se regula el caudal de salida
mediante un grifo de forma que también sea constante. En dos puntos del depdsito se
conectan dos tubos para medir la altura de la columna de agua entre ellos (Sanchez San
Roman, 2017).

Darcy demostré que el caudal que le atraviesa es linealmente proporcional a la seccién del
mismo y al gradiente hidraulico.

Figura 2. Esquema de un permeametro para definir la ley de Darcy.

El agua fluye en el tubo con un caudal conocido Q (L*/T) v la elevacién del nivel de agua en
los mandmetros h; y h, (L) separados una distancia 4/ (L) se mide en relaciéon a un plano de
referencia local. Darcy realizé una serie de experimentos en los cuales cambid el caudal Q o
el tipo de medio (filtros de arena), y derivd la siguiente relacidn, conocida como ley de
Darcy:
q= Q - KLhZ) (2.1)
A Al

donde K (L/T) es una constante de proporcionalidad llamada conductividad hidraulica y el
término (h;-h;)/Al es el gradiente hidraulico. El término Q/A es el flujo volumétrico por
seccion de area del cilindro A (L%), v representa la velocidad de Darcy (g) o descarga
especifica. Es decir, la velocidad de flujo es proporcional al gradiente hidraulico. Si
denominamos i al gradiente hidrdulico, entonces tenemos:



(hy —h;)  dh
Al dl

i = (2.2)
q=K-i
(2.3)

La velocidad de Darcy asume que el flujo se produce a través de toda la seccion del tubo,
pero este sélo fluye a través de los poros. La velocidad en los poros, o velocidad lineal
promedio, v, se define como:

v=— (2.4)

donde n;, es la porosidad efectiva. La velocidad lineal promedio es la verdadera velocidad del
agua en un medio poroso.

Cuando un sistema de flujo no varia con el tiempo se dice que estd en régimen permanente,
estacionario o en equilibrio. Cuando el flujo varia con el tiempo, estamos en régimen no
permanente, transitorio o variable.

Existen limitaciones a la Ley de Darcy puesto que la constante de proporcionalidad K no es
propia y caracteristica del medio poroso, sino que también depende del fluido (en concreto
de su peso especifico y viscosidad dinamica). En algunas circunstancias la relacion entre el
caudal y el gradiente hidraulico no es lineal. Esto puede suceder cuando el valor de K es muy
bajo o cuando las velocidades del flujo son muy altas. El nUmero de Reynolds define la
validez de la Ley de Darcy. Valores altos indican régimen turbulento y valores bajos régimen
laminar. El niumero de Reynolds se define por:

_pvdy vV-dy
= p =—

R, (2.5)

donde p es la densidad del fluido [M/L3], v es la velocidad de flujo [L/T], dm es el didmetro
medio de los granos [L], u# es la viscosidad dindmica del fluido [M/T-L] y v la viscosidad
cinematica del fluido [L?/T]. En general podemos decir que la ley de Darcy es vélida para un
nimero de Reynolds entre 1 y 10. En el flujo subterraneo las velocidades son lentas y
practicamente siempre la relacion es lineal.



3 ADVECCION

El término adveccion describe el transporte de un soluto asociado al movimiento del agua,
debido al gradiente hidraulico. Si sdlo existiese este proceso, el contaminante viajaria a la
misma velocidad que el agua y la extension ocupada por el contaminante seria constante. Es
lo que se denomina frente abrupto o flujo piston. La Figura 3 muestra un esquema del
movimiento de un soluto si Unicamente existiese el proceso de adveccion.

44
X

Figura 3. Transporte de un contaminante por adveccion.
(Adaptado de Widdowson, 1999)

C=¢,
- B =

La cantidad de soluto que esta siendo transportado es una funcién de su concentracién en el
agua subterranea y de la cantidad de agua subterrdanea que fluye. Para un flujo
perpendicular a una seccion transversal del medio poroso, la cantidad de agua que fluye es
igual a la velocidad promedio lineal multiplicada por la porosidad efectiva. La velocidad
promedio lineal, v, es la velocidad a la cual el agua subterranea se mueve a través del medio.

_ K Ah

= 3.1
v — (3.1)

En un medio poroso, el flujo de masa debido a la adveccidn, J, a través de una seccién
unidad perpendicular al flujo, es igual a la cantidad de agua que fluye multiplicada por la
concentracion de sdlidos disueltos:

J=v-n,-C (3.2)

En la mayoria de los problemas de transporte de contaminantes, a escala de campo, el
término de adveccién domina a los otros términos. La difusién es relevante Unicamente
cuando la velocidad de flujo es muy baja. Para medir este grado de dominio se usa el
numero adimensional de Peclet, definido por:

v-L
- (3.3)

P, =

donde:

v = velocidad del agua, LT



L = longitud de la columna, [L]
D = coeficiente de dispersion, LT

En problemas dominados por la adveccidon, el nUmero de Peclet alcanza valores altos, de
forma que si el problema es de adveccidn pura tiende a infinito.

EJEMPLO

Calcular el flujo de masa por adveccion de una sustancia conservativa con una concentracion
de 0,5 g/L, contenida en un medio poroso con una conductividad hidraulica K = 12 m/dia,
porosidad eficaz n. = 0,25 y gradiente hidrdaulico de 0,05.

Solucion:

Calculamos la velocidad de Darcy:

i) ™ 05 =06
T=27A T %4 T i
y la velocidad lineal media es:
_2_ 06 2,4 m/di
V=T s Am/dia
y por tanto el flujo masico sera:
m 9 9
=v-n,-C=24—-025-500— =300 ———
J=vne dia m3 m? - dia

flujo de masa por m” de seccion.



4 DISPERSION

La dispersion mecanica es el resultado de desviaciones microscépicas en la velocidad del
agua provocada por el movimiento del fluido a través del medio poroso. Es decir, el agua
subterrdnea se mueve a velocidades que son mayores y también menores que la velocidad
promedio lineal. Existen tres causas basicas para este fendmeno: el distinto tamafio de los
poros, la diferente longitud de recorrido y la friccién en los poros. La dispersion mecanica
produce una dilucidon del contaminante a lo largo del frente de avance. Esta dispersién se
produce a lo largo del sentido de flujo (longitudinal) y lateralmente (transversal), por la
bifurcacion de los caminos. En sistemas 3D existe también una dispersion vertical.

La capacidad del medio poroso para dispersar mecanicamente un fluido que circula por él se
refleja en un coeficiente denominado dispersividad dindmica a [L], en el que influyen la
porosidad, la tortuosidad, la forma de los granos, etc. La dispersién explica que la mancha de
un contaminante se expanda con su avance.

La dispersién mecénica, D, [L%/T] es igual al producto del coeficiente de dispersividad por la
velocidad lineal media:

Dp=a-v (4.1)

La Figura 4 esquematiza el resultado de la dispersidon mecanica. Se distingue un coeficiente
de dispersividad longitudinal a, y otro transversal o:

Dy =y - v (4.2)

DmT:aT'U

= EEE
1

C<< (G| C<Cy [C<< (G
- P —r

Figura 4. Transporte de un contaminante por dispersion.
(Adaptado de Widdowson, 1999)

Se conoce como dispersidon hidrodindmica en un medio poroso a la extensién del
contaminante en una regién grande causada por la dispersién mecdnica y por la difusién.
Estos dos procesos no se pueden separar en un flujo de agua subterranea.

La dispersion hidrodinamica se desglosa en longitudinal, D, paralela a la direccién del flujo, y
transversal, Dy perpendicular a la direccion de flujo:



DL= CZL-U+D*
(4.3)
Dy = a7 -v+D*

donde D* [L*/T] es el coeficiente de difusién efectivo. Generalmente la difusién molecular es
secundaria o despreciable, comparada con la dispersién mecdnica, siendo Unicamente
importante cuando la velocidad del agua es muy baja.

En la mayoria de los casos, la dispersién mecanica es el mecanismo dominante en la
dispersién hidrodindmica (P. > 6), Unicamente a velocidades extremadamente bajas (P. < 4)
la difusion molecular es importante (Anderson, 2008).

Si el contaminante entra en el flujo subterrdneo de forma continua, el resultado es una
mancha alargada en el sentido del flujo que se denomina pluma de contaminacion.

La Figura 5 muestra un esquema del efecto de la dispersién en sistemas 1D, 2D y 3D.

Figura 5. Efecto de la dispersién en sistemas 1D, 2D y 3D.
(L-C. Chuang, 1998).



5 DIFUSION

La difusidon es el proceso por el cual, particulas de tamafio atdmico o molecular se mueven
desde regiones de alta concentracion hacia regiones de baja concentracién debido a un
gradiente quimico. El transporte de masa se debe al movimiento browniano de atomos y
moléculas. La masa o flujo de particulas, Jy [M/LT] por unidad de area de seccién, es
directamente proporcional al gradiente de concentracién, que para un sistema
unidimensional se expresa como:

oc

~D— (5.1)

Jx =
La ecuacion (5.1) es conocida como la 12 ley de Fick. El coeficiente de difusién D [L%/T] mide
la rapidez con que dtomos y moléculas se difunden, y es la constante de proporcionalidad
entre el gradiente de concentracién y el flujo; C, es la concentracién de soluto en el agua de
los poros [M/L?], bajo condiciones de saturacién, que depende del tiempo ty la distancia x.

Esta ecuacion recuerda a la ley de Darcy, alli el caudal por unidad de superficie era
proporcional al gradiente hidraulico y la constante de proporcionalidad era la conductividad
hidraulica. Aqui el flujo de masa es proporcional al gradiente de concentraciones y la
constante de proporcionalidad es el coeficiente de difusion. Igualmente, el signo negativo
indica que el sentido del flujo es hacia la disminucidon de la concentracién. Como el
incremento dC es negativo, el signo menos hace que el resultado de la formula sea positivo.

El coeficiente de difusién molecular es el obtenido para los iones comunes en el agua libre, y
oscila entre 1-10° y 9-10° m?/s (Li y Gregory, 1973), dependiendo del tamafio de las
particulas, y por ejemplo, los compuestos organicos presentan valores mas bajos. Si el
proceso se desarrolla en un medio poroso, la facilidad de movimiento disminuye y hay que
considerar las caracteristicas del medio poroso, como son la tortuosidad y la constrictividad.
Hablamos entonces de coeficiente de difusién efectivo. Si ademas, debemos incluir la
sorcion, tendremos el coeficiente de difusidn aparente.

La 12 ley de Fick expresa un flujo permanente mientras se mantengan constantes las
variables de las que depende. Si tenemos un punto con una concentracidén constante de un
contaminante y queremos conocer como va variando con el tiempo la concentracion del
contaminante en otro punto a x metros de distancia, aplicaremos la 22 ley de Fick:

ac 9%C

~_p- (5.2)
ot Daxz

La difusidon es un proceso lento, por tanto sélo serda dominante en aquellos medios donde
sea la principal causa de movimiento del soluto, por ejemplo en las formaciones arcillosas.



6 REACCIONES QUIMICAS

Se consideran como reacciones quimicas la sorcidon y las reacciones de primer orden como la
desintegracion radiactiva, hidrdlisis o procesos de biodegradacion.

6.1 SORCION EN EQUILIBRIO

La sorcion de los contaminantes disueltos es un fendmeno complejo causado por muchos
mecanismos, que incluyen fuerzas de van der Waals, de Coulomb, enlaces de hidrégeno,
ligandos de intercambio o quimisorcidn, fuerzas dipolo-dipolo, y fuerzas hidrofébicas.
Cuando la superficie de la matriz de un sélido es menos polar que la molécula de agua, las
moléculas contaminantes no-polares se repartan entre el agua y la matriz sélida del medio.

La adsorcidn es la retencién de una sustancia en la superficie de un sélido, mientras que la
absorcién implica la penetracién de la sustancia en el interior del sélido. El término sorcién
engloba a los dos anteriores, y se refiere al proceso de transferencia de masa entre el
contaminante disuelto en el agua (fase liquida) y el contaminante adsorbido sobre el medio
poroso (fase sélida).

Generalmente se asume que existen condiciones de equilibrio entre las concentraciones en
las fases sdlida y acuosa, y que la reacciéon de sorcion es muy rapida, en relacién a la
velocidad del agua, como para poder ser considerada instantanea.

Se habla de quimisorcion cuando el soluto se incorpora a la superficie del sélido mediante
una reaccion quimica. Por ejemplo, los minerales arcillosos presentan cargas negativas libres
en superficie y los iones positivos en disolucién son atraidos por ellas. Si un ion asi adherido
es desplazado por otro se habla de intercambio idnico.

La relacién funcional entre las concentraciones adsorbida y acuosa de un elemento a
temperatura constante, se denomina isoterma. Las isotermas de sorcion se incorporan a la
ecuacion de transporte a través del factor de retardo.

La adsorcion de un contaminante sobre el medio poroso se considera reversible, provoca
provisionalmente su retencién, incorpordndose posteriormente de nuevo al flujo. Por lo
tanto, se define un nuevo concepto, el factor de retardo, Rf [-], que es la relacion entre la
velocidad del agua, V, [L/T] y la del contaminante, V. [L/T].

Rf —_@ (6.1)

Por tanto, el retardo es la reduccién en la velocidad de una pluma o frente de contaminacién
debido a la sorcién u otros mecanismos.

Aqui consideramos tres tipos de isotermas de sorcién en el equilibrio: lineal, Freundlich y
Langmuir.

a. La isoterma de sorcion lineal asume que la concentracion adsorbida S [M/M] es
directamente proporcional a la concentracién acuosa C [M/L?].

10



S=K;-C (6.2)

donde Ky es el coeficiente de distribucion [L3/M]. El factor de retardo se relaciona
con el coeficiente de distribucidon mediante:

Pp
Rf=1+7-Kd (6.3)

donde n es la porosidad y p, es la densidad aparente o densidad de una unidad de
volumen comprendiendo minerales y poros.

b. La isoterma de Freundlich es una isoterma no lineal que puede expresarse de la
siguiente forma:

S=K;-cV (6.4)

donde K; es la constante de Freundlich [L3/M] y N el exponente de Freundlich,
adimensional.

Ambos coeficientes, N y Kf, son empiricos. Cuando el exponente N es igual a 1, la
isoterma de Freundlich es equivalente a la isoterma lineal. El factor de retardo para
la isoterma de Freundlich esta definido como:

c. Laisoterma de Langmuir es otra isoterma no lineal, descrita por la ecuacidn:

Kle

_ (6.6)
1+K,-C

S

donde K; es la constante de Langmuir [IL3/m, y b la concentracion total de sitios de
sorcion disponibles [M/M].

El factor de retardo definido para la isoterma de Langmuir es entonces:
Pb K, -b ]
Ry =1+22—L 2 (6.7)

! n l(1+K, C)?

La isoterma lineal y la de Freundlich presentan un inconveniente tedrico, la cantidad
adsorbida no tiene limite, aumenta indefinidamente al aumentar la concentracién, lo que no
es real, ya que cada sdlido presenta un numero finito de sitios de adsorcién. La isoterma de
Langmuir soslaya ese problema, ya que en este caso la curva tiene una asintota superior,
estabilizandose en un valor maximo.

La Figura 5 muestra la forma tipica de una isoterma de adsorcion lineal, de Freundlich y de
Langmuir, paraKg=Ki=K=2mL/g, N=0.7y b = 3.
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Figura 5. Isotermas de adsorcién lineal, Freundlich y Langmuir.

6.2 SORCION EN NO EQUILIBRIO

Cuando el supuesto de equilibrio local no es valido, se asume que el proceso de sorcién
puede representarse tipicamente mediante una ecuacién de transferencia de masas con una
reaccion cinética reversible de primer orden:

as S

% _p(c- _) (6.8)
Pby¢ ﬁ( K,

donde ﬂ[T’l] es el factor de transferencia de masa entre las fases disueltas y adsorbidas, y Ky

es el coeficiente de distribucion de la sorcidn lineal.

La ecuacion (6.8) necesita resolverse simultaneamente con la de transporte para obtener
soluciones al transporte de solutos afectados por sorcidn en no equilibrio. Cuando el factor
de transferencia 3 aumenta (es decir el proceso de sorcion aumenta rapidamente) el no
equilibrio se aproxima a la sorcién lineal en equilibrio. Para valores muy pequefios de 3, el
intercambio entre las fases sdlida y liquida es tan lento que la sorcién es esencialmente
despreciable.

En general se habla de no equilibrio quimico para hacer la distincién entre dos tipos de sitios
de adsorciodn: los sitios de tipo 1 donde la adsorcién alcanza el equilibrio instantaneamente,
y los sitios de tipo 2 donde la adsorcidn sigue una cinética de primer orden y por tanto es
dependiente del tiempo. Y se habla de no equilibrio fisico cuando la fase liquida del medio
poroso puede ser dividida en una regiéon de agua movil y una regién de agua inmovil. El
intercambio de soluto entre las dos regiones se modela como un proceso de primer orden
(Toride et al., 1999).
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6.3 DESINTEGRACION RADIACTIVA Y BIODEGRADACION

Un proceso quimico de primer orden, como la desintegracién radiactiva o la biodegradacién
bioldgica, envuelve una conversidon unimolecular irreversible de soluto A en soluto B. La
cantidad de reaccidn viene dada por:

d[A] _
dt

donde k es la constante de la velocidad de reaccion de primer orden. En este documento
vamos a considerar Unicamente la desintegracion radiactiva, por lo que nos referiremos a la
constante como constante de desintegracion A [T].

—k[A] (6.9)

La constante de desintegracion se define como:
_ In 2
Ty (6.10)

donde Ty, es el periodo de semidesintegracién, es decir el tiempo necesario para que la
concentracion del radioisétopo disminuya a la mitad.

Para la desintegracion radiactiva, la reaccién sucede en la misma forma en las dos fases. Para
biodegradacién, sin embargo, se ha observado que ciertas reacciones suceden Unicamente
en la fase disuelta, por ello se pueden necesitar dos constantes.
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7 ECUACION DEL TRANSPORTE DE CONTAMINANTES

Hay dos procesos fisicos que gobiernan el movimiento de solutos en el agua subterranea; la
adveccion que describe el transporte de solutos debido al flujo de agua, y la dispersidon
hidrodindmica, que describe la extensidon longitudinal y transversal a la direccién del flujo
resultante de la mezcla de dispersion mecanica y difusion molecular. A la ecuacién de
adveccion-dispersion se le puede unir un término fuente/sumidero y un término de reaccién
quimica, que fundamentalmente es de dos tipos, la sorcidon (o retardo) y las reacciones
irreversibles de primer orden (desintegracién radiactiva, hidrdlisis, y algunas formas de
biodegradacién).

La ecuacidn general del transporte de contaminantes conservativos estd basada en los
trabajos de Freeze y Cherry (1979), Bear (1972) y Ogata y Banks (1961), asumiendo que el
medio poroso es homogéneo, isétropo, estd saturado y se cumple la ley de Darcy.

La derivacidn de la ecuacién de transporte se basa en la conservacién de la masa de soluto
qgue entra y sale de un volumen de control infinitesimal del medio poroso. En una dimensién
el flujo total es la suma del flujo advectivo, del difusivo y del dispersivo:

J=Ja+t)p+]u (7.1)
Que podemos escribir como:
,oC aC (7.2)
J=v-n,-C—ng,-D a—ne-DMa

La suma del término de dispersién mecanica y del difusivo, es el término de dispersién
hidrodinamica:

oc (7.3)
]=v-ne-C—ne-DHa

La ecuacidn (7.3) se usa para obtener una ecuacién diferencial que describe el transporte de
un soluto conservativo, es decir que no interacciona con el medio poroso. Asi obtenemos la
ecuacién de adveccion-dispersion que gobierna el transporte de solutos a través de un
medio homogéneo e isotropo en 1D:

oC 0%C oC (7.4)

ot = PLgyz " Vg

donde C es la concentracién del contaminante [M/L?], t el tiempo [T], v« la velocidad
promedio lineal del agua subterranea [L/T], x la distancia a lo largo de la linea de flujo [L] y D,
el coeficiente de dispersién hidrodinamico longitudinal [L%/T].

La ecuacién de transporte para el caso bidimensional considera un coeficiente de dispersion
en la direccién del flujo longitudinal, D, y uno en la direccion transversal, Dy, quedando la
ecuacion:
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oc _ 9 9o (7.5)
ot toxz T UTayz xpy

Para el caso de flujo en tres dimensiones, existen dos coeficientes de dispersion normales a
la direccidn del flujo, uno en direccién horizontal Dry y otro en direccion vertical, Dyy, y la
ecuacioén de transporte queda de la siguiente forma:

oc 2%C 2%C 2%C oc (7.6)
ac = Drgxz T gy T P gz T gy

En forma general podemos afiadir a la ecuacion un término fuente, si hay un aporte y un
término sumidero si se pierde masa:

oC 0%C aC (7.7)
E = UL W — Uy a + quente/sumidero

El término fuente se incluye cuando hay un aporte nuevo de contaminante por adicién
externa o por produccién a partir de uno existente. El término sumidero se incluye para
describir los diversos mecanismos por los que se puede perder masa, como son la sorcion, la
degradacion abidtica, la volatilizacion, por reacciones de oxidacién-reduccidon, o por
precipitacion quimica, si existe desintegracion radiactiva, si hay biodegradacion, etc.

Las fuentes o sumideros pueden ser areas o puntos, entre las primeras tenemos las zonas de
recarga y evapotranspiracion, y entre las segundas los pozos, canales y rios.

En el caso de fuentes es necesario especificar la concentracion, mientras que para un
sumidero la concentracion es la del acuifero, menos en el caso de evapotranspiracion que se
considera sélo de agua pura.

Si hay sorcién, la masa total del contaminante estd repartida entre la cantidad adsorbida
sobre el medio sélido, en funciéon de su densidad aparente y la que estd presente en
solucion, en funcidn del contenido volumétrico en agua del medio: p,S + 6C.

Podemos entonces escribir la ecuacidn general de transporte 1D como:

0, 9 _ 9 ac (7.8)
ot TP T VP2 T PP gy

Que podemos trasformar a:

ac N d950C 4D 0%C p ac (7.9)
ot T Pracar U axz T P ax
Dividiendo por el contenido en agua y reordenando:
( Ob 65) ac B 0%C ac (7.10)
g ac)at ~ taxz ™ ox

Si asumimos que la adsorcidn se puede modelar como un proceso de equilibrio lineal S=K4-C
y recordando la definicién del factor de retardo, ecuacion (6.3), nos queda la siguiente
ecuacion de estado:
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ac 0%C ac
Rp = =Dy ot — vy — (7.11)
at d0x? d0x
El factor de retardo, Ry, podemos pasarlo al segundo término y vemos que lo que produce es
una disminucidn en la magnitud del transporte dispersivo y en la velocidad.

Si el soluto también esta sujeto a sorcién lineal y biodegradacién o desintegracién de primer
orden, la ecuacién de transporte, en 1D por simplicidad, se escribe como:

ac 92c  ac
R =p 2—-_p Z_p (7.12)
rar = Doz~ Vxgy ~ RrkC

donde k es la constante de la velocidad de reaccién de primer orden. Nosotros sélo vamos a
considerar como reaccion de primer orden la desintegracion radiactiva y por tanto
sustituimos la k por A, que indica la constante de desintegracion del elemento radiactivo.
Para un caso general podemos decir que la ecuacién de transporte de solutos esta formada
por el término de dispersidon y el de adveccién, un posible término de sorcién, y otro de
desintegracion.

ac 92C aC  p,dS
o~ Do T e "o, L (7.13)
~—— ~—— Desintegracion

Dispersiéon  Adveccion  Sorcién
De forma general en tres dimensiones la ecuacidn queda de la forma siguiente:

R 0C_ 9C 0 o oc . (7.14)
Fat = xgxz T Y gyz T Vege T gy T

donde x, y, z son las coordenadas espaciales en la direccién longitudinal, lateral y vertical,
respectivamente [L]; C es la concentracion disuelta del contaminante [M/LS]; Dy, Dy, D, son
los coeficientes de dispersidon hidrodindmicos en cada direccién [LZ/T] ; Vx es la velocidad
lineal media del agua en la direccién longitudinal [L/T]; Rs es el factor de retardo [-]; t es el
tiempo [T]; A es el coeficiente de desintegracion de primer orden [1/T].

La ecuacion (7.14) se puede escribir también de la siguiente forma:

A S (7.15)

Tenemos los términos de dispersion y velocidad divididos por el factor de retardo, es decir,
que el efecto de la sorcidn es retardar la velocidad a la cual se mueven los compuestos que
se adsorben, asi como disminuir la expansion de los mismos por dispersion.

La ecuacién de transporte describe el cambio en la concentracion de soluto en su
movimiento en el agua subterranea. Para obtener una solucién uUnica de una ecuacién
diferencial, como es la de transporte, es necesario especificar qué condiciones iniciales y de
contorno se aplican a dicho problema. Las condiciones iniciales describen los valores de la
variable en consideracién, en nuestro caso la concentracion, en el tiempo inicial de anilisis.
Las condiciones de contorno especifican la interaccion entre el area de estudio y su
ambiente exterior.
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La Figura 6 muestra el efecto de la adveccion, dispersidn, sorcion y degradacion en el
transporte de solutos. Asi, podemos ver que si Unicamente hay advecciéon (D = 0; R =1) el
contaminante viaja con el agua (efecto de la adveccién). Si hay dispersion (D # 0), pero no
sorcion (Rf =1), por ejemplo un contaminante conservativo. El centro de masas del
contaminante viaja a velocidad v, pero existe una expansién del contaminante debido a la
dispersion (efecto de adveccidn y dispersion). Si hay dispersion (D # 0) y también sorcidn,
contaminante no conservativo (Rf >1, o K4 > 0), el centro de masas viaja a velocidad v/R¢
(efecto de la adveccion, dispersién y adsorcion). Si hay dispersién (D # 0) y sorcién (Rf >1, o
Kg > 0) y degradacidon o desintegracion radiactiva, por ejemplo un contaminante no
conservativo y radiactivo. El centro de masas viaja a velocidad v/R¢ y la masa se reduce en
funcién de la constante de desintegracién.

C:Co

>
ng-----
o

x

Efecto de la adveccién |

X
C
| retardo ! X
C ' g
] Efecto de la adveccién
: + dispersién + adsorcién
=y X
C X=V t/R Efecto de la adveccién

I . . .’
; + dispersion + adsorcion

Ngradacic’m

? X

Figura 6. Descripcién esquematica delos efectos de adveccidn, dispersion, adsorcion y degradacion
en el transporte (Adaptado de Kinzelbach, 1986).

7.1 CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO

Para obtener una solucién uUnica a la ecuacion diferencial de adveccion-dispersion es
necesario especificar las condiciones iniciales y de contorno que se aplican. Las condiciones
iniciales describen el valor de la variable en consideracidn, en nuestro caso la concentracion,
en un tiempo inicial generalmente igual a cero. Las condiciones de contorno especifican la
interaccidon entre el area bajo investigacion y su ambiente exterior. Las condiciones de
contorno describen las condiciones a la entrada y la salida del sistema de flujo y también a lo
largo del contorno lateral en los sistemas 2D y 3D.
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La ecuacion diferencial del transporte de solutos es de primer orden en el tiempo, requiere
una condicion inicial para todos los valores de x, y de segundo orden en espacio, lo que
implica dos condiciones de contorno, una para cada extremo del dominio.

7.1.1  CONDICIONES INICIALES

Las condiciones iniciales describen matematicamente la distribucion de la concentracidon de
un soluto en un tiempo inicial especificado, p.ej. tiempo t = 0. La forma general de las
condiciones iniciales se escribe como:

C(x,y,z,0) = Co(x,y,z) en el dominio de interés completo Q2.

donde Cy(x,y,z) es una distribucién de concentraciones conocida. Si se simula transferencia
de masas para sorcién en no equilibrio, es necesario también definir la concentracidn inicial
para las fases movil e inmavil.

Generalmente se requieren condiciones iniciales para los problemas de transporte de
solutos, a menos que se desee la solucidn de régimen estacionario, p.ej. 0C/ot =0.

En general, la condicidn inicial es uniforme para las soluciones analiticas.

7.1.2 CONDICIONES DE CONTORNO

Las condiciones de contorno son necesarias tanto para especificar la concentracion de
soluto, el flujo de soluto, o alguna combinacidn en el limite exterior o interior del dominio.

La solucidon de la ecuacion de transporte también requiere especificar las condiciones de
contorno. Aqui consideraremos tres tipos generales de condiciones de contorno:
a) Concentracion fija conocida a lo largo del contorno de entrada. Primer Tipo o de
Dirichlet.
C(x=0, t) = C,
C(0,t) = Cye ™
donde X es la constante de desintegracién (T7). En problemas multidimensionales la
concentracion en el contorno puede ser una funcién del espacio: C(0,y,t) = f(y).
La Figura 7 esquematiza como una condicidon de Dirichlet representa un cambio
brusco en la concentracion del contaminante.

Figura 7. Avance de la concentracidn para una condicidén de contorno de Primer Tipo. (L-C.
Chuang, 1998)
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b) Gradiente fijo de concentracién conocido a través del contorno. Segundo Tipo o de

Neumann.
ac _ .
5, =f0:0
6C| —0
dy y=0

Corresponde a la incorporacion gradual de contaminante al flujo de agua
subterranea, Figura 8. La tasa de inyeccion es constante y la masa de soluto que
entra al acuifero es proporcional a la duraciéon de la inyeccion. El contaminante
puede dispersarse hacia aguas arriba y aguas abajo, (Apey Freire, 2009).

R
LR AN
LI
L T I

Figura 8. Avance de la concentracion para una condicién de contorno de Segundo Tipo. (L-C.
Chuang, 1998)

c) Mezcla o flujo variable, es una combinacién de (a) y (b). Tercer Tipo o de Cauchy.

Representa la incorporacion paulatina de masa en el acuifero. El valor de Ia
concentracion y el gradiente en concentracion son conocidos. Esta condicién de
contorno es la que mejor describe las concentraciones de entrada en un sistema de
flujo uniforme, donde un soluto bien mezclado entra en el sistema por adveccion a
través del contorno y es transportado desde el contorno por adveccion y dispersion,
Figura 9.

Figura 9. Avance de la concentracidn para una condicidén de contorno de Tercer Tipo. (L-C.
Chuang, 1998)
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Para flujo 1D necesitamos especificar las condiciones relativas a la posicion, x, y el tiempo, t.
Por convencion esto se muestra en la forma: C(x,t) = C(t), donde C(t) es una funcién
conocida. Por ejemplo podemos escribir:

C(0,t)=Co, t =0 que especifica que para todo tiempo t igual o mayor de ceroen x =0 la
concentracion se mantiene a Cy. Es una fuente continua con concentracion fija en x = 0
(Primer Tipo).

C(x,0) =0, X > 0 es una condicion inicial que dice que a t = 0, la concentracién es cero
dentro del dominio del flujo, que es donde x es mayor o igual a 0. Tan pronto inicia el flujo,
el soluto a concentracidn Cy atravesard el contorno en x=0.

C(o,t) =0, t > 0 muestra que el sistema de flujo es infinitamente largo y que no hay
materia a lo largo del tiempo, la concentracién permanecera como cero al final del sistema
(condicién de contorno de Primer Tipo en x = ).

Podemos también especificar una condicion inicial tal que dentro del dominio la
concentracion de soluto sea C;, se escribiria: C(x,0)=C;, x=>0.

También es una condicion de Primer Tipo la inyeccion de un pulso de concentracién
constante durante un periodo de tiempo seguido por otro periodo con concentracién
constante diferente:

C(O,t) = Co, 0<t<ty
C0t)=0, t>t

Una condicién de contorno de gradiente fijo, Segundo Tipo, se escribe:

ac _ (e ac _ et

I x:O_f() 0 axxzm—f()
donde f(t) es alguna funcidn conocida. Una condicion de este tipo muy comun es 0C/ot =0 o
sin gradiente.

Un contorno de flujo variable, Tercer Tipo, se expresa como:

C(t) C DaC

v =v,C—-D—

X X ax

donde C(t) es una funcidon de concentracién conocida. Una condicién de contorno comun de
Tercer Tipo es un flujo constante con una concentracién de entrada constante, que se
expresa como:

C —(C DOC)
o=V 0x

x=0

7.2 FUNCION DE ERROR

Muchas de las soluciones analiticas a la ecuacion de transporte contienen la funcion de error
o la funcidn de error complementaria. Se trata de una funcién matematica relacionada con
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la distribucion normal o de Gauss. El perfil de un frente de difusién tiene la forma de la
funcion de error complementaria.

La funcion de error es una funcién trascendental que aparece en probabilidad, estadistica, y
en la solucion de ecuaciones diferenciales parciales. Se define como:

2 B
vl

et dt

erf ()

Y tiene las siguientes propiedades:
e Lafuncidn de error es impar por lo que: erf(-p) = -erf(3).

e Lafuncién de error complementaria se define como: erfc() = 1-erf(j3).
e Paravalores negativos del argumento tenemos: erfc(-3) = 1+erf(j3).
o erfc(0)=1

La Figura 10 muestra la grafica de la funcion erf y erfc. Se puede observar que el rango de la
funcidn erf es desde -1 hasta 1, mientras que el rango de la funcidn erfc va desde 0 hasta 2.

2.0
15 \

1.0

erf(p)

0.5

erf(p) erfc(p)

0.0

erfc(B)

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 10. Gréfica de las funciones erf y erfc.

7.3 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION.

La ecuacién de transporte de solutos es una ecuacion diferencial parcial lineal, por lo que se
puede aplicar el principio de superposicidén para calcular la concentracién de un sistema si la
concentracion de entrada varia con el tiempo. La forma general de la solucién se puede
expresar como:

C= CO'A(leI th)+(C1-CO) 'A(X,V; th-tl)

donde C; es la concentracion de soluto inicial en el contorno. A(x,y,z,t) es la forma general
de la solucién analitica donde la concentracién es funcién del espacio y el tiempo. C; es la
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concentracion de soluto en el contorno después de t = t;, y t; es el tiempo para el cual la
concentracion de soluto cambia en el contorno (Aral, 2001).

Es decir, para sistemas lineales, la solucién a un problema con varios inputs es igual a la
suma de las soluciones de los problemas individuales.
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8 SOLUCIONES ANALITICAS. TRANSPORTE 1-D.

La mayoria de las soluciones analiticas de la ecuacién de transporte de solutos en forma 1D
se desarrollaron para estudiar la difusion y dispersion en suelos o columnas en el
laboratorio. Pero hay situaciones de campo que pueden ser idealizadas a sistemas 1D. Por
ejemplo, imaginemos un flujo vertical producido por la rotura de un tanque séptico a través
de una zona insaturada, que llega a un acuifero. Mediante un transporte 1D se puede
simular el transporte de los contaminantes en el centro ignorando la dispersidon horizontal.
Otra posible situacion, que también se puede simplificar a un caso 1D, es el caso de un flujo
horizontal desde el rio que estd contaminado, hacia otro rio que no lo esta.

Un sistema 1D puede ser finito, semi-infinito o infinito. Para sistemas finitos o semi-infinitos
el agua conteniendo una especie contaminante entra en el sistema en el origen, x = 0. El
agua y el soluto salen del sistema, x = L al final de la columna, o al llegar a un rio, o al nivel
freatico. En un sistema finito, el contorno de salida puede afectar a la concentracién dentro
del area de interés. Si el contorno de salida esta suficientemente lejos no le afectara, como
seria en un sistema semi-infinito o infinito.

A continuacidn vamos a detallar soluciones analiticas 1D en funcién del tipo de condicién de
contorno y de la forma de entrada del contaminante; inicialmente se presentard para un
contaminante conservativo, para posteriormente ampliarla a un contaminante que se
adsorbe en el medio y a un contaminante radiactivo. Se presentan también, por su utilidad,
las soluciones adimensionales de algunas de las situaciones y como se trata el caso de
superposicién para un medio con una contaminacion previa.

La mayoria de la soluciones para un medio semi-infinito, estan incluidas en el cédigo CXTFIT
(Parker y van Genuchten, 1984; Toride et al., 1999) e incluidas posteriormente en el
software bajo Windows STANMOD (Simunek et al., 2000). En 2013, van Genuchten et al.,
presentan, en dos partes, una serie de soluciones analiticas en 1D, 2D y 3D para la ecuacion
de transporte de solutos en equilibrio, con y sin término de produccién y desintegracién
para una gran cantidad de casos.

8.1 INYECCION CONTINUA DE CONTAMINANTE.

8.1.1 CONDICION DE CONTORNO DE TIPO 1 O DIRICHLET.

Para estudiar el transporte de solutos en el laboratorio, se usan columnas. Imaginemos que
tenemos una columna como la representada en la Figura 11: a través de la columna rellena
con el material de estudio se hace circular agua con un flujo constante o de régimen
estacionario. Inicialmente la columna esta libre de trazador. En un momento determinado se
sustituye el agua por una solucién con un trazador con concentracién C,. El trazador ird
progresivamente avanzando a lo largo de la columna. La condicidon de contorno de Tipo 1
representa un cambio repentino en la concentracién del contaminante.
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Figura 11. Esquema de una columna de laboratorio para el estudio del transporte de
contaminantes.

8.1.1.1 Contaminante conservativo en un medio semi-infinito

La ecuacion de estado de la que partimos es:

oc d%C oc

TR &)
Con la siguiente condicidn inicial y de contorno:
Condicion inicial C(x,0)=0 parax=>0
Condiciones de contorno C(0,t)=Co, parat=>0
C(o,t)=0 parat>0

Asumimos que el flujo es en la direccién de x y la velocidad es constante, asi como el
coeficiente de dispersion.

Para un trazador conservativo y no radiactivo (A = 0) la solucién analitica es la obtenida por
Ogata y Banks (1961):

_G x =yt VXN ppe (F 8.2
Crt) = [erfc<zJDTt>+exp(DL> erfc(Z DLt)l .

En muchas situaciones practicas el segundo término de la ecuacion anterior es despreciable,
asi ocurre, por ejemplo cuando el trazador ha viajado una distancia significativa de la fuente,
el numerador x + vt se hace muy grande y la funcidn de error complementaria de un valor
grande es cero, o cuando ha transcurrido mucho tiempo, simplificdndose la expresion a:
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C(x,t) = %erfc (J;_—Dvxtt> (8.3)
L

Que es la soluciéon reducida para régimen permanente o estacionario.

Si representamos C/Co a lo largo de la columna en funcién del tiempo que dura la inyeccién,
es decir todos los demas pardmetros fijos, se obtiene el tipo de graficas mostrado en la
Figura 12.

10 =

nomnn
g w =

C(x, 1)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distancia (x)

Figura 12. Efecto del tiempo sobre el frente de contaminacién para una fuente continua

Si para el caso anterior de t = 3 variamos el valor del coeficiente de dispersién, cambia la
forma del frente, obteniéndose, por ejemplo las graficas mostradas en la Figura 13.

10

P4

C(x, t)
7
v

Distancia (x)

Figura 13. Efecto del coeficiente de dispersidon sobre el frente de contaminacién para una fuente
continua
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Si nuestra columna tiene una longitud x = L, puede ser util expresar la ecuacion (8.2) en
forma adimensionales de la siguiente forma:

1 Pe \/? Pe \/?
Cr(Pe, tg) = =|erfc [(—) 1- tR)] + exp(Pe) - erfc [( ) 1+ tR)] (8.4)
2 4 * tR 4’ * tR
donde:
v, t
tr =
R L
‘. = C
R= Co
v, - L
Pe ==
D,

Con tr y Cr un tiempo y una concentracion adimensional y Pe el nimero de Peclet.

Se puede escribir la ecuacion adimensional también en forma reducida (valida para Pe>100):

1/2

Catpert) = gerse| (o) (1w (8:5)

4“tR

EJEMPLO

Consideremos una columna de laboratorio suficientemente larga en la cual se inyecta un
trazador conservativo. La velocidad lineal del agua en la columna es de 3 cm/min, el
coeficiente de dispersividad a, es de 5 cm, y el coeficiente de difusién del trazador es D* =
2:10*cm?/min. Calcular C/Co para una distancia de 150 cm al cabo de 30 y 60 minutos.
Después de 50 minutos calcular C/Cy a los 100 y 200 cm del punto de inyeccion.

Solucion

Podemos aplicar la ecuacidon de Ogata&Banks:

Co X — Ut VyX x + vt
C(x,t)=—[er c( >+ex (—)-er c(
2 f 21[ DLt p DL f 2 DLt
Calculamos el coeficiente de dispersioén, Dy:

D, = D* + a,-v =0,0002 cm?/min + 5 cm-3 cm/min = 15,0002 cm?/min

Para t = 30 minutos en x = 150 cm tenemos:

X—1v-t 150cm—3C—.m-30min
= min = 1,4142
2-VD -t 15,0002cm? )
2. [————-30min
min
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3cm

x+v-t 150cm + —— - 30min
= min = 5,6568
2-VD -t 15,0002cm? )
2. |——————-30min
min
Clx,t) 1 3cm 150cm
X —n
L=z 1,4142 min - 5,6568
o, " z|efe )+ exp\ 15 0002emzmin | €€ )
C(x,t)

1
= —[0,0455 + 1,068 - 1013 - 1,245 - 1071°] = 0,0294
C 2
0

Para 60 minutos el resultado es:

C(x,t)
Co

=0,7996

Similarmente, para t = 50 minutos a los 100 cm, C/Co es 0,9279 y a los 200 cm es 0,1173.

Las graficas de la Figura 14 muestran la evolucion de la concentracién relativa en funcién de
la distancia y el tiempo, respectivamente. Estdn marcados los valores para los puntos de
interés.

1.0 1.0

1N I | =T

0.8

NN /

&

° ° ]
5 \ S / /
O o4 O o4
‘ x =100 cm
) x =200 cm
0.2 —t =30 min 0.2 /
——t=60 min \ | 0.1173
0.0294 / /
0.0 — ———— - 0.0 " . | . . .
0 50 100 150 200 250 300 0 20 40 60 80 100 120
Distancia (cm) Tiempo (min)

Figura 14. Perfil de concentracidén y curva de recuperacién de una fuente continua de
contaminante.

8.1.1.2 Contaminante con sorcion.

Si hay sorcién y asumimos que la adsorcion se puede modelar como un proceso de equilibrio
lineal S=K4-C y recordando la definicion del factor de retardo, tenemos la siguiente ecuacion
de estado:

ac 9%C ac

o¢ _ o9°C_ oC (8.6)
R 5t = PDrgez ~ Vx gy
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El factor de retardo, Ry, podemos pasarlo al segundo término, dividiendo los coeficientes D y
Vyx por R¢ y vemos que lo que produce es una disminucién en la magnitud del transporte
dispersivo y en la velocidad. Cuando consideremos la adsorcién siempre podemos trabajar
con el coeficiente de dispersion retardado D’ = D,/Rs y la velocidad retardada, v’ = v,/R:. La
solucidn analitica, para la misma condicidn inicial y de contorno anterior, queda como:

_ U Yx
Co x Ry t VX X+ R t (8.7)
C(x,t) =—|erfc| ———= |+ exp (—) cerfc| ——
2 D,
2 P, 2 [P,
Ry Ry

Que también podremos acabar simplificando a:

C Rex — v, t
Clx,t) = =erfc L= (8.8)
2 2./RsD,t

El efecto del retardo para una fuente continua es el retraso de la curva de recuperacion o
breakthrough, como se puede observar en la Figura 15.

10

C(x, 1)

N
s
P

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Distancia (x)

Figura 15. Efecto del factor de retardo sobre el frente de contaminacién para una fuente
continua

EJEMPLO

Consideremos el ejemplo anterior pero inyectando un trazador que se adsorbe, y presenta
un coeficiente de distribucion, Ky = 0,2 mL/g. La porosidad del material de la columna es de
0,25 y su densidad aparente de 1,65 g/cm>. Representar graficamente el avance del frente
de contaminacion después de 60 minutos con y sin adsorcion. Representar la curva de
recuperacion del trazador a los 100cm del punto de inyeccidn con y sin adsorcion.

Solucion

Calculamos el factor de retardo, Rs:
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Py

1,65g/cm3 0,2mL
Rr=1+2. K =1+ :
n

0,2

= 2,65

Los casos sin adsorcidn se han obtenido en el ejemplo anterior, para el caso de adsorciéon

utilizamos la ecuacién (8.7). Se obtienen las siguientes graficas, Figura

1.0 1.0

16:

=

/

—K,=0mL/g
=0,2mL/g

— Kd

| | =
—K,=0mL/g
0.8 ——K,=0,2 mLig—| 0.8
0.6 \ 0.6 /
O o4 O o4
0.2 \ \ 0.2 // //
0.0 \ 0.0 —

50 100 150 200

Distancia (cm)

250 300 50

100 150

Tiempo (min)

200

Figura 16. Efecto del coeficiente de distribucién sobre el perfil de concentracién y la curva de

recuperacion para una fuente continua.

Después de 60 minutos, el frente sin adsorcion ha avanzado hasta los 300 cm mientras que si
el contaminante presenta un Kq = 0,2 mL/g sdlo ha llegado hasta los 150 cm (grafica de la
izquierda, Figura 16). A los 100 cm del punto de inyeccién un contaminante conservativo
presenta un valor de C/Co = 1 a los 75 minutos aproximadamente, mientras que necesita

mas de 200 si se adsorbe con un Ky = 0,2 mL/g. (grafica de la derecha,

8.1.1.3 Contaminante con sorcion y radiactivo

Figura 16).

Si ademas de sorcién el contaminante es radiactivo, hay que incluir el término de

desintegracioén en la ecuacién general de estado:

v ac_D 92C
ot~ 7L oxz

ac
— Ve = AR, C

La ecuacidn analitica que nos queda es, van Genuchten y Alves (1982):

o2

D
2 |&Lt
\2 )R

x(v, —U
2D,

x(v, + U
+exp(—(x )

Co
Clx, t) ==
(x,t) > 2D,

exp( )erfc )-erfc

donde: U = /vZ + 4AD;

.

U
Ry

D,
Ry

\z

Que para tiempos grandes o régimen estacionario también se puede simplificar a:

29

(8.9)

(8.10)



C
C(x,t) = ?0 exp (—

—\| (8.11)
)

EJEMPLO

Sigamos con el ejemplo anterior pero ahora inyectando un trazador que se adsorbe, y
ademds es radiactivo, con un periodo de semidesintegracion de 50 minutos (su
concentraciéon se reduce a la mitad después de 50 minutos). Representar graficamente el
avance del frente de contaminacion después de 60 minutos considerando que no tenga
adsorcidén, que presente adsorcidon y que ademas de adsorcidn se desintegre. Representar la
curva de recuperacién del trazador a los 100 cm del punto de inyeccion para los mismos
casos.

Solucion

Puesto que el periodo de semidesintegraciéon es Ti; = 50 minutos, la constante de
desintegracién es:

In2 0,693

B Ty, ~ 50 min

= 0,01386 min~!

Los casos sin y con adsorcidn se han obtenido en los ejemplos anteriores, para el caso de
desintegracion utilizamos la ecuacion (8.10). Se obtienen las siguientes graficas, Figura 17:

1.0 1.0

[ [ [
\ Conservativo ] r
—K;=0,2mL/g
0.8 - . - 0.8
K;=0,2mlL/g; T,,=50m / /
0.6 \\ \\ 0.6 / /
0.4

. \ 0.4 / /
Conservativo
0.2 0.2 —K,=0,2mL/g I
K | K,=0,2mL/g; T,,=50m
0.0 _— | |

T T
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200

cic,
cic,

0.0

Distancia (cm) Tiempo (min)
Figura 17. Efecto del coeficiente de distribucion y la desintegracién para una fuente continua.

Después de 60 minutos, el frente del trazador conservativo ha avanzado hasta los 300 cm, si
el trazador presenta un Kyq = 0,2 mL/g sélo ha llegado hasta los 150 cm, y si ademas de
adsorberse se desintegra se pierde concentracion (grafica de la izquierda). A los 100 cm del
punto de inyeccidn un contaminante conservativo presenta un valor de C/Cy = 1 a los 75
minutos aproximadamente, mientras que necesita mds de 200 si se adsorbe con un Ky = 0,2
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mL/g si el contaminante se desintegra nunca alcanzara el valor de C/Cy = 1 (grafica de la
derecha). Es un ejemplo algo forzado pues es necesario suponer que el trazador entra
siempre con una actividad fija y es una vez dentro de la columna cuando se desintegra, pero
nos sirve para ver su efecto.

EJEMPLO

Un contaminante entra continuamente en el punto x = 0 de una columna de seccién 1 cm?,
con una concentracion de 10 g/cms. La dispersividad longitudinal es 1 cm. El flujo de agua es
de 0,35 cm3/min, la porosidad es 0,35 y el coeficiente de difusién es 1-10° cmz/min. Calcular
la concentracidn del contaminante en la direccion del flujo a los 100 minutos y la curva de
recuperacién en x = 25 c¢cm para un contaminante que no se desintegra y para un
contaminante con una constante de desintegracion A = 0,01 min™.

Solucion
_Q 0,35cm3/min
“n-A 035-1cm?

Uy = 1,0 cm/min

D, = a;v, + D*= (1cm-1cm/min)+1-10°cm?/min = 1 cm?/min

Aplicando la ultima ecuacion (8.11) se obtienen los resultados mostrados en las Figuras 18 y
19.

1

10
N\

] e
j ] \ \ —i = O.(T1mmin'1

C(g/cm®)
ol

g N\
0 50 100 150 200 250
x (cm)

Figura 18. Perfil de concentracién en la direccion del flujo para una fuente continua.
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10
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e
——3%=0min" /
——.=0.01 min” S
/
/
//
/
4
/

t (min)

Figura 19. Curva de recuperacion a x = 25 cm para una fuente continua.

8.1.1.4 Pulso de duracion finita, con sorcién y concentracion base.

Supongamos una situacion como la representada en la Figura 20. Tenemos una
concentracion de fondo o de base, C, y en un momento determinado t=0 se realiza una
inyeccion del contaminante, hasta concentracion C¢, con una duracidn de t=t,.

La ecuacion de estado para un contaminante que se adsorbe sobre el medio es la ecuaciéon
(8.6) cuya solucién analitica viene dada por la ecuacién (8.7).

Cinput (t)

Condicion inicial

Condiciones de contorno

A

Figura 20. Pulso de contaminante

C(x, 0) = C; t<0
C(0, t) = C¢ para 0< t <t,

Clo,t)=C  parat>t,

La solucidn se deriva aplicando el principio de superposicidn a la solucién de una inyeccién

continua:
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Cx,t) =C+(C—C;)-A(x,t) paraO<t<t, (5.12)

Cx,t) =Ci+(C—C) [Alx, t) — A(x, t — t,)] parat>t,

con:

x_v_xt / xt\

+ exp ~erfc
’DL /DL
t t

En general, si tenemos multiples pulsos de contaminante en el tiempo en los que la
concentracién del contaminante varia, Figura 21, la solucién analitica es:

(8.13)

1
A(x, t) = > erfc

l
Clx,t) = Z(CJ,0 — C_10)ACt = Tiy) (8.14)
j=1
donde Cjp es la concentracién de la fuente en el intervalo i (i=1,2...) y A es la solucién

analitica del problema, T; es la duracion del intervalo de tiempo i/, y t es el tiempo. Se asume
que Tp=0y Cop=0.

A
Co

CO,O
To T, T, t

\ 4

Figura 21. Esquema de multiples pulsos de contaminacién en el tiempo.

Si tenemos un pulso Unico la solucidn se escribe:

CoA(x,t), t>T,

) (8.15)
C(x,t) = {Co [A(x,t) — A(x, t = Ty], t> Tl}

La ecuacién (8.15) indica que la solucién analitica para un pulso simple para tiempos
posteriores a la duracién de la fuente, es la superposicion de dos fuentes continuas con
fuerzas opuestas.
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EJEMPLO

Con los datos del ejemplo anterior, calcular la curva de recuperacion en x = 25 cm si la
fuente de contaminacion sdlo dura 30 minutos y el contaminante presenta una constante de

desintegracién A = 0,01 min™.

Solucion
La solucién analitica la podemos escribir como:

(v,
XxX—5t
C x(v, —U R
C(x,t)=?0 exp((sz)erfc ! parat < T,
L
2 [P,
f
U U
X—R—t X—R—f(t—Tl)

x(v, —U
(Ve ) ! —erfc| ——— || parat > T;

C
C(x,t):—oexp(— erfc| ——
2 2D, 0 0
—ZL ZL s
2 gkt A AGED

10 I I I
Fuente continua y 2 = 0.01 min”

Pulso finito y 2 = 0.01 min”
8

6 /N
0 ' 20 ' 40 ' 60
t (min)

C(glem®)

80 100

Figura 22. Curva de recuperacidn en x= 25 para un pulso de duracién finita.

8.1.1.5 Contaminante radiactivo y en medio finito.
La ecuacion de estado de la que partimos es:

2
ac 0%C ”xg—i e (8.16)

ot = PLgyz

Con la siguiente condicidn inicial y de contorno:
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Condicion inicial C(x,0)=0 para0<x<L
Condiciones de contorno C(0,t)=Co, parat=>0
C(L,t)=0 parat>0
Asumimos que el flujo es en la direccién de x y la velocidad es constante, asi como el
coeficiente de dispersion.

La solucion analitica para el caso de un medio finito es muy compleja, pero para tiempos
largos, tenemos la soluciéon de régimen estacionario siguiente (van Genuchten y Alves,
1982):

[(vx — U)x] + U —v,) (vy + Dx UL]

2D;, U+v)P|" 2D, ~ D,

1+ e (5]

C(x,t) = Cyexp

(8.17)

donde U = /vZ + 41D,

Similarmente, la solucién para el caso de adsorcidon lineal se obtiene dividiendo los
coeficientes D, y vy por el factor de retardo, Rs. Teniendo en cuenta que ahora:

vZ 4AD,
Ry Ry

U=

Si existe variaciones temporales en la concentracion de la fuente se aplica el principio de
superposicion.

En general, aplicar la solucién analitica para un medio semi-infinito es una buena
aproximacion para una columna de laboratorio.

8.1.2 CONDICION DE CONTORNO DE TIPO 2 0 NEWMAN.

Corresponde a la incorporacion gradual del contaminante al flujo de agua. La tasa de
inyeccion es constante y la masa de soluto que entra al acuifero es proporcional a la
duracién de la inyeccidn. El contaminante puede dispersarse hacia aguas arriba y aguas
abajo.

En la naturaleza no hay muchas situaciones donde pueda haber un cambio repentino en la
calidad del agua que entra al acuifero. Una condicién mucho mas realista es que pueda
haber una fuga de agua contaminada en el agua subterranea que fluye en el acuifero. En el
caso 1-D, esto puede ser un canal que descarga agua contaminada en el acuifero como una
fuente longitudinal.

La ecuacion de estado es:

ac __8*c  aC
ot Loxz Zox

Con la siguiente condicidn inicial y de contorno (Widdowson, 1999):
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Condicion inicial C(x,0)=0 para - o0 < X < +00
Condiciones de contorno  Cyn, v, t = ffooo n,C(x,t)dx para t>0
C(o,t)=0 parat>0

La solucion analitica es (Sauty, 1980):

_ﬁ XUty YxX\ | X+ Vet 8.18
oSl o) el

La condicién de contorno establece que la masa inyectada sobre el dominio -o0 < x < + o0 es
proporcional a la longitud de tiempo de la inyeccién.

En forma adimensional, para una longitud de referencia x = L, se escribe como:

1/2 1/2

Cr(Pe,tg) = % erfc [(i) (1- tR)] —exp(Pe) - erfc [(ALP—etR) 1+ tR)] (8.19)

4'tR

Las ecuaciones de Ogata&Banks y Sauty se diferencia sélo en el signo del segundo término,
uno suma y otro substrae. En forma simplificada son ambas iguales:

Co X — Uyt
C(x,t) =—er C<—>
2 f 2,/D;t

Y también la ecuacidn adimensional de la forma reducida:

1/2

1 P
Cr(Pe,tg) = Eerfc [(4 .iR) -(1- tR)l

Similarmente se puede obtener para el caso de contaminante que se adsorbe y para
contaminante radiactivo.

8.1.3 CONDICION DE CONTORNO DE TIPO 3 0 CAUCHY.

La solucién representa la incorporacion paulatina de masa en el acuifero. El valor de la
concentracion y el gradiente de concentracién son conocidos. Una de las condiciones de
contorno establece que la concentracidn debe tener un valor finito a medida que la distancia
de observacion aumenta.

8.1.3.1 Contaminante conservativo en un medio semi-infinito

La ecuacion de estado es:

ac _9%C  ac
ot Loxz Zox

Con la siguiente condicidn inicial y de contorno:
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Condicion inicial C(x,0)=0 para - o0 < X < +00

Condicion de contorno vCy = vC — a parax=0
ac .
— = finito para x — o
0xlx 00

La condicién de contorno de Tipo 3 especifica que cuando x se aproxima a infinito, el
gradiente de concentracién puede ser todavia finito. Bajo estas condiciones la solucion para
un soluto conservativo y no radiactivo es (van Genuchten, 1981):

C(x,t) =—]|er c< )+< ) [
1 VX V2 t) VX (x + vxt>
——({14+ =+ ex ( ) -erfc
2 ( o, v, )\, ) T\ o

Esta ecuacién también se puede simplificar a la soluciéon aproximada cuando aumenta el
tiempo (solucién de régimen estacionario):

Co X — Uyt
con-Slen(72)
L

8.1.3.2 Contaminante con sorcion

Si hay sorcién y asumimos que se puede modelar como un proceso de equilibrio lineal
S=Kd-C, la solucién analitica queda como (Lindstrom et al. 1967):

2
_ Y 1 _ U
ey~ G XTR !t V2t \2 (x th>
x,t)—7 erfc 2 D | ¢P|” )
D, L e’ 4kt
2 R—t l f i
f (8.21)
— 55t
1 VX Vit VyX (x Rs
RO~ ().
> ( 0, TR DL) exp D, erfc p
2 |5kt
Ry

Que en forma reducida vuelve a quedar como:

C Rix — vt
C(x,t) = 2 [erfc (—f o )l
2 2,/R¢Dt

En forma adimensional, para una longitud de referencia x = L, la ecuacidn se escribe como:
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1/2 1/2

tR'Pe>
T

- tR)] N ( . exp( Pe (1 tR))] (8.22)

4’ * tR
1/2

1 Pe
Cr(Pe,ty) = 2 [erfc [(4 : tR)

—%(1 + Pe + tg - Pe) - exp(Pe) - erfc [(f—;) -1+ tR)]

8.1.3.3 Contaminante con sorcion y radiactivo
La ecuacidn de estado es:
R a—C=D aZ—C—v a—C—A-R -C
ot~ "toxz  Fox !

Condicidn inicial C(x,0)=0

Condiciones de contorno (—D g—i + vxC)| = v, Coexp(—at)
x=0

C(oo,t) =0

Si ademas de sorcidn hay biodegradacién o desintegracion radiactiva, van Genuchten y Alves
(1982) presentan la siguiente solucion analitica:

(8.23)
X +v—xt
Cont) = v2 xv, At Rs N U (x(vx - U)
B =000, P\ D, TR, erfe . v+ U 2D,
Dy,
\2 Rt
U U
X—Rt U x(vy +U x+gt
f f
~erfc +— exp( )-erfc
v —U 2D,
2 [Py 2 [Py
Ry Ry

con: U =vZ+4AD,

Cuando A =0 la solucion anterior se reduce a la ecuacion (8.21).

8.1.3.4 Contaminante radiactivo en un medio finito.
La ecuacidn de estado de la que partimos es:
ac 0%C ac

—=D,——-v,——AC
at  tox2  Fox

con la condicién inicial y de contorno:

Condicion inicial C(x,0)=0 para0<x<L
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Condiciones de contorno (—D g—i + vxC)

=v,C, parax=0
x=0
ac

ax =0

x—L

Asumimos que el flujo es en la direccién de x y la velocidad es constante, asi como el
coeficiente de dispersion.

La solucion analitica para el caso de un medio finito es muy compleja, pero para tiempos
largos, tenemos la soluciéon de régimen estacionario siguiente (van Genuchten y Alves,
1982):

(v, —U)x] , (U—-1y) (vy + x UL
e [P | +rregew [,

(UZJ;: ) 21(73(5 ?2;)] exp (_ g_f)

C(x, t) = CO

(8.24)

donde U = \/vZ + 4AD,

Similarmente, la solucidn para el caso de adsorcidon lineal se obtiene dividiendo los
coeficientes D, y vy por el factor de retardo, R:. Si existe variaciones temporales en la
concentracién de la fuente se aplica el principio de superposicion.

8.2 INYECCION INSTANTANEA DE CONTAMINANTE. PULSO DE CONTAMINANTE

Al inyectar un trazador de forma instantanea en un medio caracterizado por un flujo
unidireccional uniforme, éste avanzara gradualmente y estara influenciado por el proceso de
dispersion hidrodindamico.

Supongamos que tenemos una columna muy larga (la suponemos infinita) y con una seccién
de drea A, rellena con material poroso, con porosidad n, Figura 23. Si hacemos pasar agua
con un flujo constante en la direccién longitudinal de la columna y en un tiempo t = 0
afiadimos muy rapidamente una masa M de un trazador conservativo en el punto x=0, y
suponemos que esa masa esta distribuida en toda la seccién de la columna con una anchura
despreciable, 3(x). En este caso, la concentracion inicial del trazador en la columna se puede
describir por:

c(x,t=0) = %S(x)

donde C es la concentracién del trazador y §(x) es la funcion delta de Dirac.
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M = masa i
= area

A
‘L ~ Columna infinita

U

Figura 23. Esquema de una inyeccién instantdnea en una columna infinita.

x=0

8.2.1 CONTAMINANTE CONSERVATIVO

Si consideramos un contaminante conservativo, la ecuacion de estado es:

ac 2%C ac

D, — —v,—
ot~ toaxz  Fox
Con las condiciones inicial y de contorno siguientes:

Condicioén inicial C(x,0) = Co:8(x) donde 6(x) es el operador delta de Dirac
Condiciones de contorno C(-o,t)=0 t>0
C(o, t)=0 t>0

La solucién analitica a este problema es (Kreft y Zuber, 1978; Sauty, 1980):

_ _ 2
n-A [agD,t 4Dt

donde M es la masa inyectada por unidad de drea [M/L’]. La masa inyectada también
podemos expresarla como el producto de la concentracién por el volumen: M = Cy-Vol.
La solucién nos da la concentracion del trazador en la columna para cada tiempo y posicién.

La Figura 24 muestra el efecto del tiempo en el perfil de concentracién del contaminante. El
area bajo la curva es la misma, puesto que la masa inyectada es igual. A la misma velocidad,
cuando el tiempo es el doble, se recorre el doble de distancia. A mayor tiempo el efecto de
la dispersion se hace mayor y la curva se ensancha.
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Figura 24. Efecto del tiempo transcurrido sobre el perfil de concentracién de una fuente puntual.

Se observa, que para un tiempo t, el perfil de concentracién como funciéon de x es una
gaussiana con media en py = v-t y desviacion estandar o, = ./2D,t. Por tanto, la
concentracidon maxima ocurrird a x = L = v-t, es decir:

M
Coo (o) = ———— (8.26)
e 2nA/mD, ¢t

En forma adimensional (Sauty, 1980) la solucién es:

E P
Cr(tg, Pe) = Eexp (—é (1- tR)Z) (8.27)

con:

(8.28)

E = /trmay * €XD ( (1- tRméx)2>

4tRméx
donde tgmsx = V1 + Pe 2 —Pe~! tiempo adimensional en el que se encuentra la
concentracion maxima. Cg = C/Cmax.

La ecuacion (8.25) corresponde a una ecuacion de Gauss, donde la distribucion de
concentracién espacial de concentracion, C(x), es simétrica. Sin embargo, la distribucion
temporal de concentracion (al representar la concentracién relativa vs el tiempo
adimensional para distintos valores del nUmero de Peclet) presenta una rama descendente
mas extensa que la ascendente.

La funcidn de distribuciéon normal, distribucion de Gauss es:

exp <_(x__“)2> (8.29)

f&) =

202

1
\V2mo?
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donde x es la media. o la desviacion tipica o estandar y ¢’ la varianza. La Figura 25 muestra
la grafica de una gaussiana.

T T T T T T T T T T T ¥ 1
3¢ 20 -© +t¢ +2¢ 130

E ]

Figura 25. Distribucidon normal o de Gauss.

La similitud entre ambas ecuaciones, (8.25) y (8.29), nos permite ver la dispersion-difusion
como procesos estadisticos-probabilisticos. Asi, el 68,26 % de la masa total se encuentra a
una distancia inferior o igual a +c de la posicion media (x = 0); el 95,45 % de la masa se
encuentra dentro de +2c de la posicidn media, y el 99.73% dentro de +3G.

8.2.2 CONTAMINANTE CON SORCION

Si hay sorcidon y asumimos que se puede modelar como un proceso de equilibrio lineal
S=Kd-C, la solucidn analitica queda como (Schwartz & Zhang, 2003):

” |r (x—;—’;t)z}

expl———p 8.30
2n-A-Rf nR—ft f

La Figura 26 muestra, para el mismo ejemplo de la Figura 24, el efecto de la adsorcién
(considerando un factor de retardo, Rf = 3.357). Las curvas de recuperacién se retrasan
debido a la adsorcion del trazador. Asi, la curva para t = 100, que presenta el pico de
concentracion en x = 100, al presentar un Rf = 3.357 se retrasa 3.357 veces, hasta x = 29.8.
Ahora observamos que aunque hemos inyectado la misma masa, el area bajo las curvas no
es igual. Bajo la curva del compuesto con adsorcion el area ha disminuido un factor igual al
factor de retardo. No ha desaparecido masa, sino que esta adsorbida sobre el material sélido
(Goltz y Huang, 2017; Kreft y Zuber, 1978), por ello en la ecuacion (8.30) se ha dividido por el
Rt.

Clx,t) =
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Figura 26. Efecto del factor de retardo para una fuente puntual.

8.2.3 CONTAMINANTE RADIACTIVO

Si el contaminante se degrada por medio de un mecanismo de primer orden, o es un
contaminante radiactivo, entonces la ecuacidn de transporte queda:

—(x —vt)?

C(x,t) = ex <
n-A/4nD,t P 4Dt

> exp(—At) (8.31)

La Figura 27 muestra el efecto de la desintegracidén para el mismo ejemplo de la Figura 24,
pero considerando ahora que el contaminante es radiactivo, con un periodo de
semidesintegracion Ty, = 50 dias. El drea bajo la curva disminuye, pues el contaminante va
decayendo, transformandose en otro elemento que puede ser contaminante o no.

La concentracidn maxima del contaminante se encuentra cuando el término x-vt es igual a
cero, es decir, cuando ha transcurrido el tiempo suficiente para que llegue a la posicidén x con
la velocidad v. Ahora la ecuacion queda:

exp(—At) (8.32)

M
C.. - (x frs t) i —
max max n-A ,—47'[DLL‘
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Figura 27. Efecto de la desintegracién para una fuente puntual.

8.2.4 CONTAMINANTE CON SORCION Y RADIACTIVO

Si hay sorcion, que se puede modelar como un proceso de equilibrio lineal S=Kd-C, y el
contaminante es radiactivo (o se degrada por medio de un mecanismo de primer orden),
entonces la solucion analitica a la ecuacidn de transporte queda:

2
y | (-7 ]
Clx,t) = exp|—T—At| (8.33)
2n-A-R; [nBLe l R J
f

EJEMPLO

Se dispone de una columna muy larga con seccion de A = 50 cm?, por la que hace pasar agua
a una velocidad v = 2 cm/d (que es realista para el agua subterranea), y que tiene un
coeficiente de dispersion D. = 10 cm?/d y una porosidad de n = 0.4. Afladimos un trazador
conservativo muy rapidamente en mitad de la columna en una seccién de anchura
despreciable. La masa de trazador afiadida es M = 1500 mg. (Basado en un ejemplo de J.A.
Cunningham, 2005).

(a) Dibujar conjuntamente el perfil de concentracién del trazador (C vs. x) para el
tiempo t; = 50 dias y t, = 200 dias. Para cada curva, determinar Cns y €l valor de x al que se
obtiene.

(b) Para cada curva, calcular la desviacién estandar de la distribucién espacial, oy,
dibujando el valor de x que corresponde a las distancias de *o, y £20, desde la posicién del
pico.

(c) éComo afecta el tiempo transcurrido a la concentracién del pico?, ¢y como a su
localizacion?
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Solucidn:
a) Se trata de un pulso instantaneo, la solucién viene dada por la ecuacion:
M 1 —(x —vt)?
n-A [4nD,t 4Dt
gue nos da la concentracion de trazador en la columna para cada tiempo y posicion. La

Figura 28 muestra los perfiles de concentraciéon que se obtienen, y se puede observar la
concentracion maxima y su localizacién.

C(x,t) =

09 M\
08 / \ —t=50d.
0r ] I \ ——t=200d.
wol |\

s

Zjﬁf: II: | 7™
0.3- I

C(mg/cm®)

0.2 , ,
I W A A
0.1 ; / \
4 ] ] | |
0.0 — - . — - : ;
0 100 200 300 400 500 600 700
x (cm)

Figura 28. Perfiles de concentracion a los 50 y 200 dias.

La Crmax. al cabo de 50 dias es 0.946 mg/cm3 y esta localizada a 100 cm (x = v-t).
La Crmax. al cabo de 200 dias es 0.473 mg/cm3 y esta localizada a 400cm.

La concentracién maxima se puede obtener también por la férmula:

Co. (0, 0) 1500mg 0.946 mg /cm®
max\X, L) = = =0. mg/cm
A/4nD, t 2
n L 0.4- 50cm2\/4n . 10%-50dias
b) La desviaciéon estandar oy
Ux = ZDLt

Al cabo de 50 dias o, = 31,6 cm, y 20, = 63,2 cm para 200 dias oy, = 63,2 cm y 20y =
126.4 cm. En la Figura 28 esta marcado Unicamente el oy

La desviacion estandar es una medida de la expansion de la pluma.

c) La Cnyax varia con la inversa de la raiz cuadrada del tiempo:
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c 1
méx."'ﬁ
La localizacidn, xmzx varia linealmente con el tiempo:
Xmax. =V L
Al pasar de 50 a 200 dias, cuatro veces mas, la maxima concentracion decrece a la
mitad (de 0,95 a 0,47 mg/cms) y la pluma se mueve hacia gradientes mas bajos por
un factor de 4 (de 100 a 400 cm).

Ahora supongamos que en vez del trazador conservativo, se inyecta 2°Sr, que experimenta
una desintegracion radiactiva de primer orden. El periodo de semidesintegracion del ®Sr es
de 50 dias, lo que significa que tiene una constante de desintegracion de primer orden A =
0.014d™.

A=A, e ™
_In2 0,693 0014 g-1

Supongamos que inyecta 1500 mg de 8y y que todas las demas condiciones son las mismas
ya dadas.

(a) Para el ®sr, dibuje de nuevo el perfil de concentracion (C vs. x) para los tiempos t;
= 50 dias y t, = 200 dias. Compare con el trazador conservativo. ¢Como afecta la
desintegracion de primer orden a la concentracion en el pico, Crmax?

(b) ¢Qué fraccidn de la masa original permanece en el tiempo t; = 50 dias y al tiempo
t, = 200 dias?

Solucion

a) Entonces la solucién a la ecuacion de transporte se modifica a:

M 1 —(x —vt)?
O S

—exp exp(—At
n-A [AgD,t > (=40)

La Figura 29 muestra los perfiles de concentracion del trazador considerandolo
conservativo y radiactivo.

La Cax Se reduce por un factor de e™,

Cmax (X, t) = exp(—At)

M
nA,/4nD;t

La Cmsx. al cabo de 50 dias es ahora 0,47 mg/cm?y a los 200 dias de 0,029 mg/cm®. Sin
embargo la expansidon no esta afectada por el proceso de desintegracidén radiactiva.
Todas las concentraciones decrecen justamente un factor de e™.

46



1.0

09 f

0.8
—1t=200d.

0.7

¥Srt =50 d.

0.6

—%Srt=200d.

\

\ —t=50d.
\
\
\

0.5

/

|

[

|
d I /™
0_3_-7L\ / 1\
\ /o1 \

C(mg/cm®)

014 \ // \\
00 , \,—/ ; ; .\~ ;
0 100 200 300 400 500 600 700
X (cm)

Figura 29. Perfiles de concentracion a los 50 y 200 dias con y sin radiactividad.

b) Al tiempo t;: e™=0,50 queda el 50% de la masa original.
Al tiempo t;: e™= 0,061 queda el 6% de la masa original.

Podria pensarse que este problema no es realista, porque no es posible inyectar la masa de
trazador en un espesor Ax despreciable. Supongamos que, en cambio, se inyecta la masa M
durante un intervalo de tiempo At, un pulso. Entonces la concentracion en la columna viene
dada por la siguiente ecuacion:

1 0.5vAt —(x—wvt 0.5vAt + (x —vt
C(x,t) = =C, [erf ( putso ~ ( )) +erf ( putso + ( )
2 2v/Dt 2v/Dt

donde Cg es la concentracidn inicial que resulta de la adicidn del pulso.

>l exp(—At)

Suponga que inyecta 1500 mg de trazador conservativo durante el tiempo -7,5 dias<t< 7,5
dias, es decir Atpyiso= 15 dias.

(a) éCudl es la concentracidn inicial, Co, que resulta de la adicion del pulso?

(b) Dibuje la distribucién espacial del trazador, es decir (C vs. x) para los tiempos t; =
50 dias y t, = 200 dias tiempos. Compare la altura de los picos y la amplitud de estos con los
calculados anteriormente.

(c) Se inyecta 1500 mg de 3°Sr durante el periodo de tiempo -7,5 dias < t < 7,5 dias.
Dibuije la distribucién espacial del ®°Sr para los tiempos t; = 50 dias y t, = 200 dias. Compare
los resultados obtenidos para los mismos tiempos en el problema anterior.

Solucion

a) El volumen sobre el que se inyecta es: Vol = Q:Atpyiso, cOmo el caudal Q = q-A'y
también tenemos que q = n-v, el volumen se calcula:
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cm

— . 50cm? - 15dias = 600cm?
dia

Vol=n-v-A-Atyys =042
Por tanto:

C

= —= 3
0 =0l 2,5mg/cm

Aplicando la ecuacidn anterior se obtiene la Figura 30.

b) La Cmsx. al cabo de 50 dias es 0.912 mg/cm? y estd localizada a 100 cm (x = v-t).

La Crmax. al cabo de 200 dias es 0.469 mg/cm3 y estd localizada a 400,cm.

No hay un cambio muy significativo entre el pulso y la inyeccidn instantanea. Ademas, al ir
aumentando el tiempo la diferencia se hace cada vez menor. Si superponemos las graficas se
observa que la expansién de la pluma es practicamente indistinguible entre el pulso finito y
el pulso instantaneo. Por tanto, el uso de la aproximacién para la inyeccidn instantanea es
adecuado y se hace despreciable para tiempos largos.

0.9 /“\
0.8 I t=50d.

—1t=200d.

0.7

0.6

0.4

C(mg/cm3)

0.3

I

I

054 l
I
|
|

0.0 / v v T T T T v
0 100 200 300 400 500 600 700
x (cm)

Figura 30. Perfiles de concentracidn a los 50 y 200 dias para el pulso de inyeccion.

c) La Figura 31 muestra los perfiles de concentracién del ®°Sr radiactivo para el caso de
la inyeccién instantdnea y el pulso. El resultado es esencialmente indistinguible,

Unicamente se puede apreciar para el caso de los 50 dias.
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Figura 31. Perfiles de concentracidn a los 50 y 200 dias para ¥Sr considerando la inyeccién
instantaneay el pulso.
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9 SOLUCIONES ANALITICAS. TRANSPORTE 2-D.

El transporte 2D es interesante para el caso de acuiferos muy estrechos, donde el
contaminante esté bien mezclado en todo su espesor y el gradiente de concentracién
vertical pueda considerarse despreciable.

9.1 INYECCION PUNTUAL CONTINUA EN UN ACUIFERO 2D CON FLUJO UNIFORME

Una fuente puntual inyectada en forma continua en un medio 2D producira una pluma de
contaminacién como la mostrada en la Figura 32. El contaminante se extiende a lo largo del
eje de flujo debido a la dispersion longitudinal, y normal al eje debido a la dispersién
transversal, Figura 33. Este es el tipo de contaminacién que se produce cuando se usa un
pozo de inyeccidn, que seria una fuente puntual.

— Flujo uniforme

Fuente _
puntual .) t t
continua '

Figura 32. Movimiento de una pluma de contaminacién proveniente de una fuente puntual
continua (Modificado de Freeze &Cherry, 1979).

s 000X

Figura 33. Esquema del movimiento dispersivo en 2D (L-C. Chuang, 1998)

La ecuacidn general de estado para el transporte en 2D es:

aC 9%C d2C aC

— =D, —+Dp— — v, — (9.1)
ot - taxz TP T Vi

Para este analisis se supone que la fuente de contaminante se encuentra en el origen (x = 0,
y = 0) y el acuifero se caracteriza por un flujo uniforme, vy, orientado en la direccidn x. Existe
una inyeccidn continua de contaminante con una concentracién Cy y a una tasa Q en el
acuifero de anchura b.

Condicidn inicial C(x,y,0) =0  -oco<x<+00 -00<Y<+00
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Condiciones de contorno (—DL g—i + vxC) =C-Q t>0

x=0,y=0
C(xoo,y,t) =0 t>0
C(x,z0,t) =0 t>0

Este problema fue resuelto por Bear (1972) para condiciones estacionarias (el tiempo se
aproxima a infinito), es decir, cuando el crecimiento de la pluma se ha estabilizado. Esta
solucidn tiene la siguiente expresion:

CO'(Q/b) UyX
C(x,y) = ex ( )K B (9.2)
V)= 5.5, P\2p, o(B)
con B:
242 24,2
B - vix N vy (9.3)

4D? " 4D, Dy

donde Ky(B) es la funcion de Bessell modificada de segundo tipo y orden cero (los valores se
encuentran tabulados). Esta ecuacion no se puede utilizar cuando D, se aproxima a cero,
pues implicaria que la concentracion se aproxima a infinito. Ante esta imposibilidad fisica,
para valores pequefios de D, se debe usar como aproximacién la ecuacion en 1D (8.18) de
Sauty (1980) para tiempos grandes (Fetter, 1992).

La Figura 34 muestra un ejemplo del resultado que produce una fuente puntual continua.

C (ppt)

100 5
80

y (cm) gg 2
40

1
20

0 0

0 50 100 150 200 250 300 350

% {cm)

Figura 34. Pluma de contaminacién producida por una inyeccién puntual continua en un sistema
2D. Contorno de concentracién para una pluma gaussiana originada a x=0, y=50 y z=0 cm. Los perfiles
de concentracién son gaussianas. (Anderson, 2008).

La ecuacion anterior se puede también resolver para régimen transitorio, y la solucién
aportada por Y. Emsellem (1975) (Espinoza, 2004) es:

_Go-(Q/D) exp (vxx
47m,/D, Dy 2D,

Cxy,t) (9.4)

)W ©,B) =W, B))
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Donde W(tp,B) es la funcion de pozo derivada por Hantush (1956), con

vix?  viy?

B =
4D? " 4D, Dy

9.2 INYECCION PUNTUAL INSTANTANEA DE CONTAMINANTE. PULSO DE CONTAMINANTE.

Si inyectamos un pulso instantdneo de un contaminante en un sistema 2D, el contaminante
avanzara en el sentido del flujo y se ird expandiendo segln su coeficiente de dispersiéon
longitudinal y transversal al eje de flujo. La Figura 35 muestra un esquema del movimiento
de un contaminante inyectado mediante una fuente puntual instantanea.

— Flujo uniforme

Fuente -
3
puntual - O © C -\ 30;
instantanea . _//
36,

— %

Figura 35. Movimiento de una pluma de contaminacién proveniente de una fuente puntual
instantanea. (Modificado de Freeze &Cherry, 1979).

Si se produce la inyeccién instantanea de contaminante en un sistema acuifero homogéneo,
con un campo de velocidad uniforme el cual se orienta en la direccién x, el problema tiene la
siguiente ecuacién de estado:

ac 2%C 9%C ac

T DLW-}_DTG_}/Z_Uxa
Condicion inicial C(x,y,0)=0  -00<x<+00 -00<y<+00
Condiciones de contorno  C(x,0) = Co:8(x-Xo, Y-Yo)
C(zoo,y,t) =0 t>0
C(x,+0,t) =0 t>0

Este problema fue resuelto por De Josselin De Jong (1958). Si el trazador con concentracién
Co se inyecta en el punto (xo, Yo) en un flujo bidimensional de drea A, la concentracion en el
punto (x,y) en el tiempo t después de la inyeccion es:

Co- A [(x —vet) — %0 (v —¥0)? (9.5)
C(x,y,t) =———=exp|— : - :
47Tt‘/ DL DT 4DL t 4‘DT t
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Si el punto de inyeccion es el origen de coordenadas, la ecuacion (9.5) se reduce a:

Co-A (x —v,t)?  y? (9.6)
4mt /D, Dy P 4Dt 4Drt

La concentracion maxima se encuentra en el centro de la pluma o centro de masa. Si el flujo
es en la direccion x, la inyeccion estd localizada en xo = 0 e yg = 0, el centro de masa de una
sustancia conservativa en el momento t estara localizada en x = vt y y=0, con lo que la
ecuacion anterior queda:

C(x,y,t) =

C _ CO * A
™ 4mt/D, Dy

Si inyectamos una masa M de un contaminante en un acuifero horizontal confinado de
anchura b, la ecuacion que nos permite predecir la situacion de la pluma de contaminacion
es:

(9.7)

(9.8)

_ 2 2
Cuy,0) = M/b N l

4mt /D, Dy 4Dt 4Drt

La forma fisica es una gaussiana, lo cual se hace evidente cuando la expresamos de la
siguiente forma:

M 1 x —m)? 1 2
C(x; Y, t) =———exp|— ( 5 ) I exp I— y—zl (9.9)
b [2na, 20¢ | [2mo, 207
con:
m=v-t
O-X = ZDLt
Uy = ZDTt

La representacion de la pluma de contaminacion se muestra en la Figura 36. El centro de
masa se encontrara en el punto x = v-t.

: (x — Uy t)z
exp 4D, t

2

Figura 36. Distribuciones gaussianas en la pluma de contaminacién.
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Como siempre, si hay sorcién debemos dividir v, D_ y Dt por el factor de retardo Ry, y el
centro de masa estara en x = v-t/Rs.

Si ademas hay desintegracion la solucién es:

CO A (x - vxt)z yZ l
Clx,y,t) =————exp |- — — At (9.10)
Y 4rt /D, Dy P 4D, t 4Dpt

Existe otra solucidn, obtenida por Hunt (1978) y Bear (1979):

M exp [_ [(x — vyt) — x,]? _ (v — ¥0)? (9.11)
4-7'[716 t'\,DLDT 4DL.t 4DT't

La Figura 37 muestra la distribucion gaussiana de concentraciones que se produce en
funcion del tiempo transcurrido desde la inyeccion, la media en x = vt e y = 0, y las
desviaciones estandar oy y o, definida por la raiz cuadrada de 2Dt o 2Dt respectivamente.
La Figura 37 muestra la posicidén del centro de masa para tres tiempos. El 99,7% de la masa
total, para cada tiempo, esta contenida dentro de la elipse definida por la media y tres veces
la desviacién estandar a lo largo de los ejes x e y. La Figura 38 muestra la pluma que se
obtiene en una modelizacion de una fuente puntual instantdnea.

C(x,y,t) =

O-x - ZDLt
Uy = ZDTt
306,
x=0

‘_®7 , | $ 36‘/
| 1 X
I x=vt, I I |
le——>1 x=vt, | |
< i > X=vi3

Figura 37. Pluma de distribucién gussiana producida por una fuente puntual instantdnea.

Para un tiempo t, la concentracion maxima aparece a Xmex = Vt Y Ymax = 0 y la maxima
concentracion es igual a:

M/b (9.12)
Crnax = C(xmax: Ymax; y) = W
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Figura 38. Pluma de contaminacidn producida por una fuente puntual instantanea (Baresel y
Molin, 2006).

9.3 INYECCION LINEAL CONTINUA. CONDICION DE CONTORNO DE TIPO 1.

Supongamos un acuifero homogéneo como un plano 2D que se extiende hacia el infinito en
la direccién x, con velocidad del agua uniforme en x. Y una fuente de contaminacion lineal de
longitud finita centrada en el origen y que se extiende desde —Y/2 hasta Y/2 en la direccion
transversal y concentracién Cy, como la representada en la Figura 39. Si asumimos que el
contaminante se puede adsorber mediante una adsorcidn lineal en equilibrio y es radiactivo,
para un acuifero donde previamente no hay contaminacion, la ecuacién de estado es:

oc 2%C 2%C oc

Ri—=D,—+ Dy — — 1y — —
15 = Digpz T hrgr T e A
7
Y/2 Fuente de concentracion C,
é X\
Direccion de flujo
-Y/2

Figura 39. Esquema de una fuente lineal en un acuifero 2D.

Cleary y Ungs (1978) y Wexler (1992) obtuvieron una solucién analitica exacta para el
problema anterior, que incluye una integral que debe evaluarse numéricamente. Domenico
y Robbins (1985), Domenico (1987) y Wiedemeier et al.,, (1999) desarrollaron una
aproximacion, basada en sus estudios 3D que veremos en detalle en el apartado de
transporte 3D, que Unicamente no es valida para tiempos cortos y cerca de la fuente, esta
solucion es:
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C X 41
C(x,y,z,t)=zoexp <g>ll— ’1+ " x‘
X X

erfe X — vxt/Rf\/l + (4/1ax)/vx)

2, [a, v, t/R, (9.13)
Y Y
y+3 y—3
lerf —erf
2 /ayx 2 /ayx

Si suponemos una fuente lineal con Y = 1 de un contaminante conservativo, con
dispersividad longitudinal o, = 0.1 y transversal o, = 0.01, podemos obtener un resultado
como el mostrado en la Figura 40. El perfil de concentracidon del contaminante en el eje y
para x =0.375 y x=1.125 se presenta en la Figura 41. Si para ese mismo ejemplo suponemos
que el contaminante se adsorbe presentando un R¢ = 2, el resultado sera el mostrado en la
Figura 42.

Figura 40. Pluma de contaminacién 2D de una fuente lineal de anchura Y = 1.

1.2

x = 0.375
1.0 x =1.125/

0.8

W \

0.4 / \
0.2

0.0 T T T T T T S——
-1.00 -0.75 -050 -025 0.00 025 050 0.75 1.00

C(y.t)

Distancia (y)

Figura 41. Perfil de contaminacién en el eje y en los puntos x=0.375 y x=1.125.
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Figura 42. Pluma de contaminacidn del ejemplo anterior con Rf = 2.
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10 SOLUCIONES ANALITICAS. TRANSPORTE 3-D.

Las soluciones analiticas para transporte multidimensional dependen de la naturaleza de la
fuente, que de nuevo distinguiremos entre fuente continua y fuente puntual instantanea, y
de la geometria de la fuente que puede ser puntual, lineal o planar. En la solucidon deben
incorporarse las dispersiones longitudinal y transversal (Paladino et al., 2018). La Figura 43
muestra el esquema del movimiento dispersivo para una fuente puntual en 3D.

i d

Figura 43. Esquema del movimiento dispersivo en 3D (L-C. Chuang, 1998).

10.1 FUENTES CONTINUAS DE CONTAMINANTE. FUENTE PLANA FINITA.

Podemos suponer tres dominios diferentes, Figura 44. Los dominios (a) y (b) son problemas
3D, mientras que el dominio (c) se reduce a un problema 2D. Las siguientes soluciones,
obtenidas por Domenico y Robbins (1985) y Domenico (1987) son aproximaciones, pues la
solucidn exacta es mucho mas compleja.

nome

X
2

(0.0,0) H l
z i

(a) o f&)

fc)

Figura 44. Geometrias de migracién de contaminantes idealizadas para varias direcciones de
propagacion transversales (Domenico y Robbins, 1985).
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10.1.1 DominIo (A)

Seria el caso de una fuente que inicia en el nivel fredtico de tal manera que la dispersion es
solo hacia abajo. Fuente plana desde Y/2 a —-Y/2 y desde 0 hasta Z, Figura 45.

¢(0,Y/2,0)

Y40,0,0)
\ Z
N
C=C, Direccion del flujo y
‘ >

a (0) -Y/ZJ Z)
Figura 45. Esquema para dispersion solo en la direccion z.

La ecuacion de estado para el trazador conservativo es:

2 2 2
oc o C 0°C  ,0°C oC (10.1)

—=D.——+ D, —
ot - a2 TP gy TG T ey

La condicidén inicial es: C(x,y,z,0) =0 Para 0 < x< +00; -0 <y<+00 -00<z<0
Condiciones de contorno C(0,y,z,t) = Co t>0;-Y/2<y<Y/2;-2<z2<0
C(o,y,z,t)=0 t>0 ; todos los otros y, z
C(o,y,z,t) =0 t>0; todoslosy, z
C(x,+0,2,t) =0 t>0 ; todos los x, z
C(x,y,-oo,t) =0 t>0; todos los x, y
o¢ =0 t>0; todos los x, y
0zlz=g

La solucién es (Domenico y Robbins, 1985):

C(x,y,zt) = %erfc [ w
D -
\J Vx (10.2)
H z+Z z—7Z ]
—erf x ”e —erf —x |
\/ v Il \2yPes; 2P=v./ |
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Si estamos en el plano de simetria, es deciry =z = 0, la ecuacién (10.2) se reduce a:

X — Uyt

Co Y Z
C(x,0,0,t) = erfc <—> erf| — |erf | —— 10.3
2y Dt 4 [p,* 2 D, = o)
Y, Zp

X

Incorporando desintegracion o degradacion y retardo por adsorcién, la solucién para el
transporte multidimensional se hace:

C VX 4AR¢D
C(x,y,z,t)zgoexp (DL) 1-— %
X X
(x — vt/Rp 14 (4ARfDx)/v2>
2,/Dyt/R; (10.4)

En muchos problemas de transporte el componente difusivo es despreciable (D* = 0) y se

puede hacer la siguiente simplificacion en los ultimos denominadores:
D X X
— = AUy — = AyX
Y, YD, y

quedando la ecuacion (10.4) de la siguiente forma:

Co x 42,
Clx,y,z,t) = Eexp (—) 1— |1+

2a, vx/Rf
x — vet/Rp J1+ (4Aafo)/vx>
2\ /a, vt /Rs (10.5)
Y
Yy—3 zZ+Z
et —erf 2 /ayx [erf (2\/a2x>
z—
—erf (2 _

Esta simplificacién también se hara en las préximas ecuaciones (10.7), (10.8), (10.9) y
(10.11).

Si queremos la concentracion a lo largo del eje de simetria la ecuacidn es:
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4/1a
C(x,y,z, t)——exp 1-— ad
x/Rf

erfe (x — vxt/Rf\/l + (4/1afo)/vx> (10.6)
2,/ avxt/Rs

| (o) )

10.1.2 DomiNIO (B)

Las mayusculas Y y Z representan el ancho y alto de la fuente respectivamente. Estamos en
el centro de la fuente plana, que se extiende en las dos direcciones Y y Z, Figura 46. Ahora el
término Z se hace Z/2.

La ecuacion de estado es:
ac R d2%C d2%C ac

— =Dyo—+Dy——t Dy — vy —
ot - a2 TPr gy TG T gy

La condicion inicial es: C(x,y,z,0) =0 Para 0 <x<+o; -00<y<+00 -00<z<0

Condiciones de contorno C(0,y,z,t) = Co t>0;-Y/2<y<Y/2;-2/2<2<1Z/2
C(0,y,z,t)=0 t>0 ; todos los otros y, z
C(o,y,z,t) =0 t>0; todoslosy, z
C(x,+0,2,t) =0 t>0 ; todos los x, z
C(x,y,to0,t) = t>0; todos los x, y

°(0,¥/2,2/2) 4

N
y
(0,0,0)
\ >
C=GC, X
Z Direccion del flujo

®(0,-Y/2,-2/2)

Figura 46. Esquema para la dispersién desde el centro de la fuente.
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La solucion analitica es (Domenico, 1987):

Y
CCey2,t) = 22 f(x_”> f Y+7
xX,V,zt)=—erfc|——=||erf | —=
8 2,/D,t x
(10.7)
Z + Z/2 Z - Z/2
— erf erf —erf
\\/ / \\/ 5\
Esta ecuacidn al considerar la sorcién y la desintegracién se transforma a:
c( t)—CO (x)1 | 4 A
L35t =g P\ 2q, ve/R;
x — U, t/Re /1 + (4Aa,Re) /v
-erfc< x / f\/ ( x f)/ x> (10_8)
2\/a,vyt/Rg
Y Y Z
erf J_ e “ zm ! \ oy

Utilizando la ecuacion (10.8), para una fuente con Y = 3 y Z = 2 de un contaminante
conservativo, con dispersividad longitudinal ax = 0.1, transversal a, = 0.01 y vertical o, =
0.01, se obtiene el mapa de concentraciones mostrado en la Figura 47. Si el contaminante
presenta un R¢ = 2, el resultado seria el mostrado en la Figura 48.

Para el caso en el que y = z = 0, es decir, si queremos calcular la concentracién en la linea
central o plano de simetria, la solucién queda de la siguiente forma (Shih y Rong, 2001):

C(x,0,0,t) = —ex 1-— “a’“
P Ux/Rf (10.9)

erfe (x - vxt/Rf\/l + (4AaxRy) /vy

Y A
2 Jazvst/R; ) ' [erf (4@) erf <4m)]

Si ademas de la solucidon en la linea central la queremos para régimen permanente o
estacionario tenemos (Tong y Rong, 1999):

C(x,0,0,t) = Cyexp (2)6736) 1- ;1 + Zl/—aé] . [erf <4\/%>] [erf (4\/%)] (10.10)
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0,656

Figura 47. Plano de concentracién para un trazador conservativo obtenido aplicando
la ecuacion (10.8).

0,219 0,438 0,556 0,875 1,09

Figura 48. Plano de concentracién para un trazador con Rf = 2 aplicando
la ecuacion (10.8).

10.1.3 DominIO (C)

Si la extension vertical de la fuente es igual al espesor del acuifero confinado, el sistema se
hace 2D. Se ha eliminado por completo la expansidn en z, por lo que el término que contiene
z se ignora y Co/8 se convierte en Co/4, Figura 49.

La ecuacion de estado es:
ac G d2%C oc

— [ + _— v, —

ot Yoxz2  Yoyr Fox
La condicidn inicial es: C(x,y,0) =0 Para 0 < x< +00; -0 <y < 400
Condiciones de contorno C(0,y,t) = Co t>0;-Y/2<y<Y/2

C(o,y,t)=0 t>0 ; todos los otros y
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C(o,y,t) =0 t>0 ; todos los y

C(x,+0,t) =0 t>0 ; todos los x

Direccion del flujo

C

Co
Anchura
acuifero

X
Figura 49. Esquema para la dispersion en un acuifero en el dominio c).
La solucién analitica es:
C t [ y+Y y : ]
X—v 5 -5
C(x,y,2,1t) =—Oerfc< al > erf 2 —erf =2 (10.11)
4 2,/ Dyt x X
x 2 |D 2 |D

y Uy y Vy

Con sorcion y desintegracion la solucién queda:

c( t)—CO (x)1 1 4 A
PEE T ey v /Ry (10.12)

x — VU, t/Re /1 + (A, Rf)/V
. erfc< X / f\/ ( (e2% f)/ x)
2,/ vt /Ry

Y Y
Y*3 2
—erf
2 /ayx

|erf

2 ayx

Si la anchura del acuifero es pequeiia, la pluma de contaminacion se extenderd
verticalmente y ocupara toda la anchura del acuifero. La longitud x’ sobre la que se puede se
extender puede aproximarse por (Domenico y Palciauskas, 1982):

!

(H-2)? (10.13)
az

donde H es la anchura del acuifero, Figura 50. Por lo tanto, la ecuacién (10.2) es valida para

. . H-Z)?2 . . . .
para distancias iguales o menores que Q. Para distancias mayores de x’, la distancia x en

Az
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el denominador de la funcién de error del término z se reemplaza por x’. De esta forma, la
extension de la contaminacién en z queda prohibida para x > x'.

I
3 Z-k_ﬁ

Figura 50. Extensidn vertical de un contaminante limitado por la anchura del acuifero.

Que la fuente de contaminacién y el punto de observacién estén en linea con la direccion del
flujo de agua, no es lo habitual en los casos de contaminacion. Para poder transformarlos a
la linea central o eje de simetria se utiliza un método trigonométrico (Shih y Rong, 2001). Se
asume que la forma de la pluma de contaminacion es una elipse con una dispersividad
transversal un tercio de la longitudinal (or = 0,33-a,), aunque se puede ajustar si existen
datos de campo, y que la elipse coincide con la linea de isoconcentracién del contaminante.
La ecuacidn de la elipse es:
X Y (10.14)
a?  b?
donde a es la longitud del eje mayor, b del menor, x e y las coordenadas en la direccion X e
Y, respectivamente.

Si situamos el pozo fuente en un lado de la elipse y el pozo de observacién en el otro lado de
la elipse a una distancia L, formando un angulo 6 con el centro de linea, Figura 51, la nueva
distancia, 2a, se puede calcular teniendo en cuenta que:

b=0,333; X1 = cosO-L-a; y1 =senb-L

(cosf -L—a)®> (senf-L)*
a? (033-a)2

(cosf - L —a)? +9,18 - (senf - L)? = a?
(cosf - L)?> 4+ 9,18 - (senf - L)? = 2a - cos6 - L

cos?6 - L +9,18 - sen?6 - L
2a= cos = L(cosf + 9,18 - tg6 - senf) (10.15)

Pozo observacion (x,,y,)

a Direccién del flujo
>
N X
Pozo centro de linea

Linea de isoconcentracién

Figura 51. Esquema para transformar la posiciéon al centro de simetria.
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EJEMPLO

Supongamos un tanque de residuos radiactivos enterrado a 10 m de la superficie, del que se
lixivia un contaminante en la direccion del flujo, con una concentracion de 5 g/L, un factor de
retardo, Rf = 2 y un periodo de semidesintegracién, Ti; = 400 dias. El tanque es de
dimensiones 5x5x2m. Calcular la concentracién del contaminante en un pozo que se
encuentra a 15 m de la pared del tanque, lateralmente a 5m y una profundidad de 3 m del
centro del tanque, después de 1 afo. (Basado en un ejemplo de E. Poeter, 2008). El acuifero
esta definido por los siguientes pardmetros:

Conductividad hidraulica, K = 2,5-10° m/s
Gradiente hidraulico: 0,003
Porosidad efectiva, n. = 0,25

Dy = 2:10° m?/s; D, = 5:107 m?/s; D, = 2:10” m*/s;

Superficie

L

Xx=15m
y=5m
Z=2m
lz=3m

Solucién
Calculamos la velocidad del agua subterranea:

_KAh_25-107°

== .0,003 =3-10~7
VT Al T 0,25 m/s

Y la constante de desintegracion:
In 2 0,693
= = =2-10"8s71
Ty, 400-24-60-60

La ecuacién que tenemos que aplicar es:
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Coyzt) =2 (vxx) 1— 14 2R T \/ L+ (AR D) [
x' ’ Z; = —ex - - -erfc
g 8 P |\D, vg 2,/Dxt/Rf

lerf

z-%5
—erf

2,/D x/vx> 2D x/vx H 2{D x/vx
24D, x/vx>

Que resolvemos:

vx  3-107"m/s 15m
D,  2-10"°m2/s

= 2,25

1-—

4AR.D 4(2-10-8s-1)-2-(2-10-5m?/s
+ f 1—J1+ ( )2 ( /)=—1,134

(3-1077m/s)?

x— vxt/Rle + (4ARDx)/vi  15m — (3 - 10-7%- 31536000s - 2-2,134) 15 — 40,379

2/D,t/R - 2 ~ 11,231
xt/Ry sz +106 2=+ 31536000 5 /2
= 2,260
Y 10m
ytz Sm+—— 10

2,/ Dyx /vy 2. \/(5 .10-7 7%2> -15m/(3 - 1077 %)

_r g, _10m
A

2/Dyx /vy a 10

z+Z 3m+27m

4
2 " 6,324
2D/ \/(2 -10-7 mT) 15m/(3-107 D

= 0,632
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Mexp{(z,%)[—l,lyl]} -erfc(2,260)

-lerf(1) — erf(0)][erf(0,632) — erf(0,316)]

C(x,y,zt) =

625m
C(x,y,zt) = g

-0,0779 - 0,0014 - 0,8427 - 0,2835 = 1,63 - 10 %mg/L

EJEMPLO

Imaginemos un trazador conservativo infiltrado en una acuifero hasta una profundidad de Z
= 10 m. El flujo de agua subterranea se produce a través de la fuente, que tiene un tamafo
de Y = 10 m, y el acuifero una anchura de 20 m. La concentracién de la fuente es de Cy =
5000 pg/L.

Datos: v, = 30,0 m/a; Rf=3,0; b=20m; a, =1,0 m; ay = 0,1 m; ay = 0,01 m

a) ¢Qué concentracion puede esperarse después de 3 y 10 afos en el punto de
coordenadas x=100 m, y=0y z=10 m?
b) ¢Cudl sera la concentracion en régimen permanente y cuanta dilucién se obtendra?

Solucion
Distancia a la que se alcanza el fondo del acuifero:

_H-2P_@0-10
YT T4 /R, T 001/30 m

La ecuacion que tenemos que aplicar es la (10.8):
x — Vxt/Re /1 + (4Aa,Rf) /v
} erfc "/f\/ ( xf)/ x)

41a,
l ,’1 * U /Ry 2,/a vy t/Rs
y+Z y - % z +— z—Z
et 2. [ayx —erf Vazx —er ZW

La concentracion a los 3 afios:

Co
C(x,y,2,t) ——exp

x =100 30,0 1
y=0 (5000 100——3 0+5
= er Cc
z=10 30 0 2\/0 1-100
t=3
f[ }{ f[ 10+ 10 f[ 10-10 ]}
24/0,1-100 24/0,01 - 100 24/0,01- 100

= 625 - erfc(6,39) - {erf(0,79) — erf(—0,79)} - {erf(10) — erf(0)} =
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=625-0-{0,736 + 0,736} - {1 -0} =0

Concentracion a los 10 afios:

= 625 - erfc(0) - 1,472 = 625-1- 1,472 = 920ug/L

La concentracidn en régimen permanente es la concentracion maxima:

i) = Goerf |

Y Z
wm] v/ Lml

En el plano de simetria, y en régimen permanente:

Cnax(x) = 5000 - erf L

0,1- 100/] f[4,/001 100/]

=5000-erf[1,369]-erf[4,330]=5000-0,947-1= 4735 pg/L
La dilucidn serd: 4735/5000 = 1:1.06

10.2 FUENTE PUNTUAL INSTANTANEA. PULSO DE CONTAMINANTE.

Para el transporte en un espacio 3D con flujo lineal constante en la direccion x y fuente
puntual instantanea la ecuacidn de transporte es:

ot Yoxz2  Yoyr 70z  Fox
Que con las siguientes condiciones inicial y de contorno:
Condicion inicial C(x,y,z,0) =0 -o0o<x<+o0 -00<Y<+00 -00<Z<+00
Condiciones de contorno C(+o0,y,z,t) =01t=>0
C(x,+0,z,t) = 0t=0
C(x,y,too,t) = 0t>0
Se obtiene la siguiente solucién analitica (Hunt, 1978; Bear, 1979)):

M X — v, t)? 2 72
Cx,y,z1t) = ex —( xt) A (10.16)

p
ne/(0)?/D, D, D, 4Dt  4D,t 4D,t

con el punto de inyeccidn localizado en x=0, yo=0y z0=0.
O en forma general:
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M exp l_ [(x — vyt) — xo]? - Yo)?
8n,+/(mt)3,/D, D, D, 4Dyt 4Dyt (10.17)
(z — 70)°
4Dt l

Clx,y,z1t)=

Que al igual que para el caso 2D es un funcidn de distribucidn probabilistica gaussiana. Para
un tiempo t, la distribucion gaussiana viene definida por la mediaenx=vt,y=0yz=0, vy las
desviaciones estandar oy o, y o, definidas por la raiz cuadrada de 2D,t, 2D,t y 2D,t
respectivamente. La Figura 52 muestra un esquema de la pluma desarrollada por una fuente
puntual en un sistema 3D.

x
- o 1
N ; o
x
A 4

Figura 52. Esquema de una pluma de contaminacién para diferentes tiempos en 3D. El centro de
masas estd localizado a lo largo del eje x y es la media de la funcidén gaussiana.

Las dimensiones de la nube viene dadas por:

S0, =\2Dts  30,= T 30,=\2Dt;
Por las propiedades de la funcion gaussiana, el 99,7% de la masa esta contenida dentro de 3
veces la desviacion estandar, el 95% dentro del +2c, y el 68% dentro del *o.

Para un tiempo t, la concentracién maxima aparece a Xmax = Vt, Ymix = 0 Y Zmax = O; y la
maxima concentracion es igual a:

Cméx(x,y; Z! t) = (1018)

M
8n, /(t)?,/Dy D, D,

Schwartz y Zhang (2003), para el transporte de masas en tres dimensiones de una fuente
puntual instantdnea, con las condiciones de contorno que se observan en la Figura 53, que
son:

M = masa inicial, enx =0,y =ysy z = z;

C=0 o¢ 0

=0, — =0parax = ©
dx p

y la condicidn inicial de: C=0para0<x<wo vy t=0
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presentan la siguiente solucidn para un contaminante que se adsorbe y es radiactivo:

(%)
x—_
c( t) M ! Ry At
xX,¥,zt) = exp| ———n+——
Y neRy [4nD, t/R; P 4}I§xt
f
(10.19)
. 1 exp| — v —¥9)?
J4mD, t/R; 4Dyt
Ry
(Z - Zs)z + (Z + Zs)z
/4-7ID t/R; 4-D t p 4D,t
Ry

donde la masa inicial en (0, ys, zs) es M, x es la distancia desde la fuente al punto de célculo, y
la distancia lateral desde la fuente, z es la distancia desde el nivel freatico al punto de
calculo.

Nivel freaticoenz=0

> X >
Direccion de flujo
(0,ys,2,)

Figura 53. Geometria para una fuente puntual en un dominio 3D.

Para el caso de una mezcla completa de la masa disuelta en la direccidn vertical del acuifero,
la ecuacion (10.19) se simplifica eliminando el término en Z:

_ uet)’
c( =2 ( (x Rf) At\\
B bneRf,MnD t/R 4D t

(10.20)
. 1 exp | — v —¥9)?
J4mD, t/R; 4Dyt
Ry
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donde b es la anchura del acuifero. Para una fuente puntual, la concentracién maxima en el
centro de la pluma donde x = v,t, y =y, y Z = 5, se expresa similarmente como:

M 1
C(x = Uxt,y = ys;Z = ZS! t) = eXp(_At) (10.21)

4n,R
et \/(Trt/Rff‘/DnyDZ

Cuando aumenta el tiempo, la concentracion maxima se reduce gradualmente debido a la
dispersion.

Baetslé (1969) presenta una solucion muy util para fuente puntual instantdnea con
desintegracion:

CoVo exp<—(x_vxt)2— y: z _At) (10.22)
8,/(nt)? /D, D, D, 4Dt 4Dyt 4Dyt

donde CyVq es la masa envuelta en la descarga. Si no hay desintegracion se ignora el término
At. Si hay retardo vy, Dy, Dy, D, y Co tienen que dividirse por Rs.

C(x,y,zt) =
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