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1 INTRODUCCION

El agua subterrdnea es un recurso muy importante en la mayoria de los paises del mundo.
Analizar las posibles fuentes de contaminacion y los procesos de transporte de los
contaminantes en los sistemas acuiferos, en general medios porosos, resulta muy Util para
intentar corregir o evitar la destruccion de este recurso.

El transporte difusivo se produce cuando hay un gradiente de concentracion del contaminante
y es el mecanismo de trasporte principal cuando el movimiento del agua es despreciable. El
contaminante puede interaccionar o no con el medio geoldgico: si no interacciona, se trata de
un contaminante conservativo, y si existe interaccion, por ejemplo, por los procesos de
adsorcion sobre el solido, hay que considerarla en el estudio de su transporte por difusion.

La fuente de contaminacion puede ser puntual, como un depdsito, o difusa si se presenta sobre
grandes extensiones de terreno. Un derrame es un ejemplo de una fuente no continua,
mientras que un estanque o una balsa pueden verter, por ejemplo, a través de fisuras de una
forma continua.

La ecuacion del transporte difusivo de contaminantes es una ecuacion diferencial, que puede
resolverse mediante métodos analiticos o numéricos. Las soluciones analiticas son soluciones
exactas, aunque se basan en condiciones de contorno que hay que valorar en un contexto
realista, mientras que las numéricas son soluciones aproximadas. En este documento
Unicamente se van a discutir las soluciones analiticas.

Los métodos analiticos requieren imponer condiciones iniciales y de contorno para resolver la
ecuacion diferencial. Por ello, las soluciones analiticas estan limitadas a sistemas con
geometrias regulares, con propiedades uniformes u homogéneas del material y generalmente
requieren que el problema sea lineal. Las soluciones analiticas se presentan en forma de
expresiones algebraicas y se aplican extensamente en el analisis de ensayos de laboratorio.
También se utilizan para comprobar la validez de los métodos numéricos.

Existen muchas fuentes disponibles para encontrar soluciones analiticas a la ecuacion de
difusion, pero la mayoria se presentan como un tratado matematico. Aqui trataremos de
presentar las soluciones y su aplicacién a situaciones reales, principalmente en estudios de
laboratorio, donde presentan su mayor utilidad.



2 TRANSPORTE POR DIFUSION

La difusién es el proceso por el cual, particulas de tamafio atomico o molecular se mueven
desde regiones de alta concentracién hacia regiones de baja concentracion debido a un
gradiente quimico.

Crank (1975) define la difusion en agua pura como "el proceso por el cual la materia es
transportada de unas regiones del sistema a otras como resultado de la agitacion molecular”.
La cantidad de iones que se difunden a traveés de un area unidad por unidad de tiempo es
proporcional a su concentracion y al gradiente de su potencial quimico.

La relacion entre el coeficiente de difusion de un ion en agua Dy, y su movilidad iénica x a
dilucion infinita viene dada por la relacion de Nernst-Einstein:

_ HRT (2.1)
W gF
Con:
m movilidad iénica de la particula [m*s™V ]
R constante universal de los gases [JK‘mol™]
T temperatura absoluta [K]
z valencia idnica [-]
F constante de Faraday [C mol™]

La variacion del coeficiente de difusion en agua con la temperatura y la viscosidad, para iones
neutros que se mueven mediante movimiento browniano, puede ser adecuadamente descrita
por la ecuacion de Stokes-Einstein:

_ kT (2.2)
W emr
Con:
k constante de Boltzmann [J K™
n viscosidad absoluta del agua [kg m™s™]

-~

radio hidrodinamico de la particula [m]

Para especies ionicas la ecuacion se escribe:

KT 23)
W NA82|Z|

donde A es la conductividad equivalente (6 conductividad iénica limitante) [Q2*m?mol™], Na
el nimero de Avogadro, e la carga elemental, y z la valencia.



Catién 0°C 18°C 25°C Anion 0°C 18°C 25°C
H* 5.61 8.17 9.31 OH 2.56 4.49 5.27
Li* 0.47 0.87 1.03 E - 1.21 1.46
Na* 0.63 1.13 1.33 CI 1.01 1.71 2.03
K* 0.99 1.67 1.96 Br 1.05 1.76 2.01
Rb* 1.06 1.76 2.06 I 1.03 1.72 2.00
Cs* 1.06 1.77 2.07 105 0.50 0.88 1.06

NH," 0.98 1.68 1.98 HS 0.97 1.48 1.73
Ag" 0.85 1.40 1.66 s* - 0.69 -
Mg?* 0.36 0.59 0.70 HSO4 - - 1.33
Ca®* 0.37 0.67 0.79 S0.> 0.50 0.89 1.07
Sr 0.37 0.67 0.79 Se0,* 0.41 0.84 0.95
Ba’* 0.40 0.71 0.84 NO, - 1.53 1.91
Ra?* 0.40 0.74 0.89 NO3 0.98 1.61 1.90
Mn%* 0.35 0.57 0.69 HCO3 - - 1.18
Fe?* 0.34 0.58 0.72 COs% 0.44 0.78 0.95
Co* 0.34 0.57 0.70 H,PO4 - 0.71 0.85
Ni* 0.31 0.58 0.68 HPO,* - - 0.73
cu®* 0.34 0.59 0.73 H,AsO, - - 0.90
Zn** 0.33 0.61 0.71 H,ShO, - - 0.82
cd* 0.34 0.60 0.72 Cro,* 0.51 0.94 1.12
cr’ - 0.39 0.59 MoO,> - - 0.99
= - 0.53 0.61 WO,* 0.43 0.77 0.92
Al 0.24 0.35 0.56

Tablal.  Coeficientes de difusion a dilucion infinita para diferentes temperaturas (Li y Gregory, 1974).

El coeficiente de difusion molecular es el obtenido para los iones comunes en el agua libre, y
oscila entre 1-10° y 9:10”° m%s. Li y Gregory (1974) calcularon los coeficientes de difusién
de la mayoria de los iones presentes en las aguas naturales a partir de los valores de la
conductividad equivalente a dilucién infinita. La Tabla 1 presenta dichos coeficientes de
difusion.



El transporte de masa se debe al movimiento browniano de dtomos y moléculas. La masa o
flujo de particulas, J, [M/L?T] por unidad de &rea de seccién, es directamente proporcional al
gradiente de concentracién, que para un sistema unidimensional homogéneo y no confinado
se expresa como:

_,9C (2.4)
dx

Jx =

La ecuacion (2.4) es conocida como la 12 ley de Fick. El coeficiente de difusién D [L%/T]
mide la rapidez con que atomos y moléculas se difunden y es la constante de proporcionalidad
entre el gradiente de concentracién 6C/ox [M/L%L] vy el flujo; y C es la concentracion de
soluto en el agua de los poros [M/L?], bajo condiciones de saturacién, que depende del tiempo
ty la distancia x.

Esta ecuacion (2.4) recuerda a la ley de Darcy, donde el caudal por unidad de superficie es
proporcional al gradiente hidraulico y la constante de proporcionalidad era la conductividad
hidraulica. Aqui el flujo de masa es proporcional al gradiente de concentraciones y la
constante de proporcionalidad es el coeficiente de difusion. Igualmente, el signo negativo
indica que el sentido del flujo es hacia la disminucion de la concentracion. Como el
incremento dC es negativo, el signo menos hace que el resultado de la formula sea positivo.

La 1% ley de Fick expresa un flujo continuo, por tanto, se aplica a sistemas en régimen
estacionario, donde la concentracion permanece constante. En el caso en que la concentracion
cambie con el tiempo, la difusion se describe por la 22 ley de Fick. La ecuacion de difusién
que nos da el cambio de concentracion en el espacio y tiempo, para el caso unidimensional
donde sélo hay gradiente de concentracion en la direccion X es:

aC 5 92C (2.5)
ot 0x>

Si el soluto es radiactivo la ecuacion queda:

ac b GEIN " (2.6)
ot x>

Donde A es la constante de desintegracion.

. : . ac
Se trata de una ecuacién de primer orden en el tiempo >, por ello para resolverla hay que

imponer una condicion inicial para todos los valores de x, y la solucién serd en régimen
transitorio, es decir, que variara con el tiempo. Tipicamente la condicion inicial es una
concentracion inicial dada por:

C= Cy(x) parat=0

L, . 9%c . . . .
La ecuacion es de segundo orden en el espacio Fyet lo que implica imponer dos condiciones
de contorno, una para cada extremo del dominio y su solucion variara en el espacio.

Si se imponen concentraciones (Cushman-Roisin, 2012), las condiciones son:



C= C(t) parax=x
C= Cy(t) parax=x,

Pero es mas tipico encontrar condiciones de contorno de flujo:
ac

_DE =q, parax= xq
Dac _ _
3¢ =92 parax=x

Un contorno impermeable implica que no hay flujo y por tanto no existe gradiente de
concentracion en el contorno. Por supuesto, las condiciones mixtas son posibles, como por
ejemplo concentracion dada en un extremo del dominio y el flujo especificado en el otro.

EJEMPLO (Likos&L u, 2004)

Supongamos un deposito con un contaminante con concentracion 2M vy coeficiente de
difusion en el medio de 1-10° m?%s, separado 100 metros de otro depésito libre del
contaminante. ¢Qué flujo de contaminante llegara al deposito libre al alcanzarse el régimen
estacionario?

Solucién:
El gradiente de concentracion sera:

oc_2("F) -0 (")
ax  O0m-—100m

mol )

—0.02(
L-m

El flujo en régimen estacionario viene definido por la 12 ley de Fick:

2
Jo=-p% 110 (m )(—0.02) <m01)

0x s L-m

m? mol mol mol
x = — . - — —VU. = . - = " ~
J.=—1-10"° ( 002)(103)( - ) 210 8( 2) 063( 2)
s m3-m s-m afio - m

2.1 TRANSPORTE DIFUSIVO EN UN MEDIO POROSO

El proceso de difusion de un soluto en un medio poroso, como es una arcilla o un material de
base cemento (mortero u hormigon), difiere del proceso de difusion en agua libre o en
soluciones ideales. En el medio poroso la difusion a través de la solucion que rellena los poros
esta afectada por la longitud de los caminos de difusion o tortuosidad (t), por la forma
irregular de los poros o constrictividad (3), y posiblemente por el tamafio del poro.

La Figura 1 representa el aspecto microscopico de una bentonita, que es un material arcilloso,
donde se ilustran los términos de constrictividad y de tortuosidad.



Agregados de arcilla Especie ; D,

/[\ Constrictividad

< Tortuosidad

Interlamina

Otros Minerales

Figura 1. Aspecto microscopico de la bentonita compactada con los factores que afectan a la
difusién (modificada de Kato et al. (1995)).

La tortuosidad t es la relacion entre la distancia que recorre realmente la especie quimica y la
distancia entre esos dos puntos en linea recta. En ausencia de resultados experimentales es
frecuente asignarle a la tortuosidad un valor de 2Y2 (=1,41), aunque en materiales arcillosos el
solapamiento de las laminas puede conducir a valores mucho mayores (Olsen, 1962).

La constrictividad & y la tortuosidad t son términos puramente geométricos y no existe un
método experimental satisfactorio para obtenerlos independientemente (a veces se agrupan
ambos términos en uno solo, al que se suele llamar factor geométrico, G). La definicion de un
coeficiente de difusion en los poros para un soluto que no interacciona con el medio resuelve
parcialmente este problema. El coeficiente de difusion en los poros, Dy, esta relacionado con
el coeficiente de difusion molecular o en agua libre, Dy, por:

2.7)

El coeficiente de difusion efectivo, D, tiene en cuenta que no toda el area de la seccion esta
disponible para la difusion en el medio, sino Gnicamente la representada por la porosidad, y se
define por:

D,=¢-D, (2.8)

donde ¢ es la porosidad o el contenido en agua de un medio saturado y homogéneo que no
cambia con el tiempo. En algunos medios, como suelos, arcillas, etc., s6lo una parte de la
porosidad total, la denominada porosidad accesible, se puede utilizar para el transporte de
masa.

Por tanto, para un medio poroso la 22 ley de Fick se expresa como:

ac 2%C (2.9)



2.2 PROCESOS DE SORCION

La sorcion de los contaminantes disueltos es un fendmeno complejo causado por muchos
mecanismos, que incluyen fuerzas de van der Waals, de Coulomb, enlaces de hidrdgeno,
ligandos de intercambio o quimisorcion, fuerzas dipolo-dipolo, y fuerzas hidrofébicas.
Cuando la superficie de la matriz de un solido es menos polar que la molécula de agua, las
moléculas contaminantes no-polares se repartan entre el agua y la matriz solida del medio.

La adsorcion es la retencion de una sustancia en la superficie de un sélido, mientras que la
absorcion implica la penetracion de la sustancia en el interior del sélido. EI término sorcién
engloba a los dos anteriores, y se refiere al proceso de transferencia de masa entre el
contaminante disuelto en el agua (fase liquida) y el contaminante adsorbido sobre el medio
poroso (fase solida).

Generalmente se asume que existen condiciones de equilibrio entre las concentraciones en las
fases solida y acuosa, y que la reaccion de sorcién es muy rapida, de forma que puede ser
considerada instantanea.

Se habla de quimisorcion cuando el soluto se incorpora a la superficie del s6lido mediante una
reaccion quimica. Por ejemplo, los minerales arcillosos presentan cargas negativas libres en
superficie y los iones positivos en disolucién son atraidos por ellas. Si un ion asi adherido es
desplazado por otro se habla de intercambio i6nico.

La relacion funcional entre las concentraciones adsorbida y acuosa de un elemento a
temperatura constante se denomina isoterma. Aqui consideramos tres tipos de isotermas de
sorcion en el equilibrio: lineal, Freundlich y Langmuir.

a. La isoterma de sorcién lineal asume gue la concentracion adsorbida S [M/M] es
directamente proporcional a la concentracién acuosa C [M/L3].

S=Ky-C (2.10)

donde Kg es el coeficiente de distribucién [L%/M]. El factor de retardo se relaciona
con el coeficiente de distribucion mediante:

_ Pb 2.11
Ry =1+ K, (2.11)

donde ¢ es la porosidad y o, es la densidad aparente o densidad de una unidad de
volumen comprendiendo minerales y poros.

b. La isoterma de Freundlich es una isoterma no lineal que puede expresarse de la
siguiente forma:

S=Kp-CN (2.12)

donde K; es la constante de Freundlich [L*’M] y N es el exponente de Freundlich
adimensional.



Ambos coeficientes, N y Ky, son empiricos. Cuando el exponente N es igual a 1, la
isoterma de Freundlich es equivalente a la isoterma lineal.

c. Laisoterma de Langmuir es otra isoterma no lineal, descrita por la ecuacion:

S_Kl-b-C (2.13)
T 1+K,-C

donde K es la constante de Langmuir [L%/M], y b la concentracién total de sitios de
sorcion disponibles [M/M].

2.0

2 15 7

E /

s ]

K] /

2 10

o /

[7)

©

© 1 .

S / Lineal

€ 05 Freundlich

8 Langmuir
0.0 r r r r

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Conc. equil. (mg/L)
Figura 2. Isotermas de adsorcion lineal, Freundlich y Langmuir.

La isoterma lineal y la de Freundlich presentan un inconveniente teorico, la cantidad
adsorbida no tiene limite, aumenta indefinidamente al aumentar la concentracion, lo que no es
real, ya que cada sélido presenta un ndmero finito de sitios de adsorcion. La isoterma de
Langmuir soslaya ese problema, ya que en este caso la curva tiene una asintota superior,
estabilizandose en un valor maximo.

La Figura 2 muestra la forma tipica de una isoterma de adsorcion lineal, de Freundlich y de
Langmuir, paraKg=Ks=K;=2mL/g,N=0.7y b = 3.

2.3 DIFUSION CON PROCESOS DE SORCION

Si la especie quimica interacciona con el medio poroso, es decir si se adsorbe, se produce un
reparto de este entre las fases solida y liquida. En un volumen representativo de medio poroso
saturado, (4x)°, la masa total de la especie difusiva M, viene dada por la suma de las
concentraciones de la especie en el agua de poro del volumen representativo C (determinado
por su porosidad &), y la concentracion adsorbida por masa de fase sélida S, (determinada por



la densidad seca, p,):

M=¢c-C-(Ax)3+pg-S - (Ax)3 (2.14)

Cuando hay sorcion, cada cambio en la concentracion en solucion, viene acompariado por un
cambio en la concentracion adsorbida. Por ello, teniendo en cuenta la ecuacion (2.14), la 22
ley de Fick, ecuacion (2.9), se escribe ahora como:

ac b d%c aS (2.15)
E—=De=——pa—=

ot~ eaxz Ploe
donde tanto £ como py se asume que no cambian con el tiempo.
Si consideramos una sorcion lineal instantanea, que puede describirse por la relacion:

S =K, - C, ecuacion (2.10) donde S es la concentracion de trazador en la fase sélida; C, la
concentracion de trazador en la fase liquida; y Kg, el coeficiente de distribucién. La ecuacion
(2.15) se puede entonces reescribir como:

6C+ as 6C+ KaC_DaZC (2.16)
€9t TPagy T 8 TPataG T Yegyz

GEIN (2.17)
(e+ ded)E = Deﬁ

y la 22 ley de Fick, en el caso de especies que se adsorben, puede escribirse similarmente a las
ecuaciones (2.5) y (2.9) para el caso unidimensional como:

ac _( D, )62C __0%C (2.18)
ot \e+pyKy) 0x2 "% 9x2
ac D 0%C (2.19)
at % ox?

Donde D, es el coeficiente de difusion aparente. El transporte difusivo a través de un medio
con capacidad de sorcion implica acoplar al modelo difusivo el coeficiente de adsorcion. Aqui
hemos acoplado el més sencillo, el coeficiente de adsorcion lineal, ecuacion (2.11). Para el
caso de un elemento radiactivo o una desintegracion de primer orden se escribe:

ac b d%c 2 (2.20)
ot % ox2
La relacion entre De y D, es:
D
D, = e (2.21)
€+ paKq

El término € + p K, es un parametro adimensional denominado factor de capacidad, o, del
medio poroso o de la roca. Para elementos o solutos conservativos, el coeficiente de



distribucion Kq es igual 0, por lo que el factor de capacidad es igual a la porosidad.

Si incluimos el factor de retardo, ecuacion (2.11) podemos establecer las siguientes
relaciones:

p—De _Dp_8 Du (222)
“ eRy R T2 Ry
Es decir, el D, tiene explicitamente en cuenta el retardo de un soluto debido a su interaccién
con el material poroso (Muurinen, 1994). Se obtiene experimentalmente en régimen
transitorio, pues alcanzar el régimen permanente o estacionario para un soluto que se adsorbe
puede necesitar de muchisimo tiempo.

2.4 EXCLUSION ANIONICA. POROSIDAD ACCESIBLE.

La exclusién anidnica es un fendmeno que causa un déficit de aniones en las proximidades de
las superficies arcillosas con carga negativa. Este déficit de cargas negativas es debido a las
interacciones electrostaticas entre los iones disueltos en el agua de los poros y las particulas
arcillosas, y por lo tanto, este fendmeno esté influido por la naturaleza y la cantidad de carga
superficial y por las propiedades electroquimicas del fluido intersticial.

Este fendmeno se ha observado de manera muy pronunciada tanto en medios porosos como
fracturados en los que existe una componente arcillosa. La exclusion anionica es un proceso
de gran relevancia para el transporte de contaminantes que se presentan en forma de anion. El
transporte difusivo de un soluto que experimenta exclusion es mas lento ya que el coeficiente
de difusion efectivo es menor.

En general, se asume que la porosidad ¢ es totalmente disponible para la difusion, y que ¢ es
una propiedad del material independiente de la especie considerada como trazador.
Normalmente, esta porosidad se toma igual que la porosidad determinada por el contenido en
agua. Sin embargo, la porosidad realmente disponible para el transporte por difusién puede
ser mas pequefia que el valor del contenido en agua, puesto que algunos poros pueden no ser
accesibles o no contribuir al transporte de soluto, como poros ciegos o0 no conectados.

La porosidad total de una muestra, €, es la relacion entre el volumen de poros o huecos y el
volumen total. Para un medio con una densidad seca, pq, y densidad de los solidos, ps, (masa
de la muestra dividida por el volumen de s6lidos) su la porosidad total se obtiene por:

e=1_Pa (2.23)

Ps
En el medio poroso, el volumen disponible para el proceso de difusion viene dado por los
poros que estan conectados, que son los Unicos que contribuyen al transporte de especies
disueltas. También, si la superficie del material presenta una carga eléctrica, no permitira que
todo el volumen de poros sea accesible a iones de su misma carga, se produce una exclusion
ionica que reduce la porosidad accesible. Cada ion presentara una porosidad accesible.

La porosidad accesible representa la fraccion de la porosidad total disponible para el
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transporte de solutos. Por ello, se debe considerar una “porosidad accesible” para cada i6n.

El concepto de porosidad accesible por difusion se utiliza porque los estudios experimentales
han demostrado que en las arcillas compactadas no todo el volumen de poros se utiliza para el
transporte. La porosidad accesible por difusion es diferente para cada especie y depende
también del material del medio poroso (por ejemplo, las arcillas presenta una carga negativa
inherente por lo que los iones cargados negativamente se veran repelidos de las superficies,
efecto que es mas acusado en los poros pequefios), de su grado de compactacion, del peso
molecular de la molécula de soluto (exclusion estérica causada por el tamafio de la molécula y
el tamafo del poro), y de la fuerza ionica de la solucion de los poros. Por ello, un proceso
como es la exclusion anidnica en la superficie de la arcilla, debido a las cargas negativas,
reduce la porosidad efectiva (Lever et al., 1985; Rowe et al., 1988).

De Preter et al.,, (1991), en experimentos realizados con la arcilla de Boom encuentran
porosidades accesibles para el HTO (agua tritiada) de 0,34, y para el I- de 0,082, para una
arcilla con porosidad total de 0,40. Garcia-Gutiérrez et al., (2004) en experimentos realizados
con la arcilla FEBEX compactada a una densidad seca de 1.65 g/cm?®, encuentran porosidades
accesible para el HTO (agua tritiada) del 42%, y para el CI" del 2,2%.

Los procesos difusivos adquieren un importante papel en los medios de muy baja
permeabilidad, donde se convierten en el principal mecanismo de transporte de soluto.

Para elementos conservativos, el factor de capacidad es igual a la porosidad. Si tenemos en
cuenta la ecuacion (2.21) donde se muestra la relacion entre De, D, y porosidad, podemos, si
tenemos medidos dos parametros, calcular el tercero. Si podemos medir los tres y satisfacen la
ecuacion, probamos la consistencia de los valores experimentales.

2.5 DESINTEGRACION RADIACTIVA Y BIODEGRADACION

Un proceso quimico de primer orden, como la desintegracién radiactiva o la biodegradacién
bioldgica, envuelve una conversion unimolecular irreversible de soluto A en soluto B. La
cantidad de reaccion viene dada por:

d[A] (2.24)

donde k es la constante de la velocidad de reaccién de primer orden. En este documento
vamos a considerar Unicamente la desintegracion radiactiva, por lo que nos referiremos a la
constante como constante de desintegracion A [T™].

La constante de desintegracion se define como:

In2
Lo 2 (2.25)
Ty

donde Ty, es el periodo de semidesintegracion, es decir el tiempo necesario para que la
concentracion del radioisétopo disminuya a la mitad.

11



Para la desintegracion radiactiva, la reaccion sucede en la misma forma en las dos fases. Para
biodegradacion, sin embargo, se ha observado que ciertas reacciones suceden Unicamente en
la fase disuelta, por ello se pueden necesitar dos constantes.

2.6 FUNCION DE ERROR

Muchas de las soluciones analiticas a la ecuacion de difusion contienen la funcién de error o
la funcién de error complementaria. Se trata de una funcion matematica relacionada con la
distribucion normal o de Gauss. El perfil de un frente de difusion tiene la forma de la funcion
de error complementaria.

La funcion de error es una funcion trascendental que aparece en probabilidad, estadistica, y en
la solucion de ecuaciones diferenciales parciales. Se define como:

2 B
Ve Jo

(2.26)
et dt

erf (B) =

Y tiene las siguientes propiedades:

e La funcién de error es impar por lo que: erf(-p) = -erf(B).

e La funcion de error complementaria se define como: erfc() = 1-erf(B).
e Para valores negativos del argumento tenemos: erfc(-p) = 1+erf(p).

o erfc(0)=1

La Figura 3 muestra la gréfica de la funcion erf y erfc. Se puede observar que el rango de la
funcién erf es desde -1 hasta 1, mientras que el rango de la funcion erfc va desde 0 hasta 2.

2.0

1.5 1

1.0

0.5 1

erf(p) erfc(p)

0.0 1

/ erfc(B)

-0.5 - 7

Figura 3. Gréfica de las funciones erf y erfc.
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2.7 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION.

La ecuacion de transporte de solutos es una ecuacion diferencial parcial lineal, por lo que se
puede aplicar el principio de superposicion para calcular la concentracion de un sistema si la
concentracion de entrada varia con el tiempo. La forma general de la solucion se puede
expresar Como:

C = Co'A(x,y,z,t)+(C1-Co)-A(x,y,Z,t-t1)
donde Cy es la concentracion de soluto inicial en el contorno. A(x,y,z,t) es la forma general de
la solucion analitica donde la concentracion es funcion del espacio y el tiempo. C; es la

concentracion de soluto en el contorno después de t = t;, y t; es el tiempo para el cual la
concentracion de soluto cambia en el contorno (Aral, 2001).

Es decir, para sistemas lineales, la solucion a un problema con varios inputs es igual a la suma
de las soluciones de los problemas individuales.
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3 SOLUCIONES ANALITICAS. TRANSPORTE 1-D.

La mayoria de las soluciones analiticas de la ecuacion de difusion de solutos en forma 1D se
desarrollaron para estudiar el proceso en ensayos de laboratorio

Un sistema 1D puede ser finito, semi-infinito o infinito. Para sistemas finitos o semi-infinitos
el soluto entra en el sistema en el origen, x = 0, y sale del sistema en x = L o final de la
muestra. En un sistema finito, el contorno de salida puede afectar a la concentracion dentro
del area de interés. Si el contorno de salida estd suficientemente lejos no le afectara, como
seria en un sistema semi-infinito o infinito.

Existen fundamentalmente dos tipos de fuentes: la fuente instantdnea o pulso de
contaminacion en la que la concentracion del contaminante va disminuyendo y la fuente
continua, en la que la concentracion del contaminante se mantiene constante.

A continuacion, vamos a detallar soluciones analiticas para fuentes instantaneas y continuas y
después nos centraremos en diferentes tipos de ensayos de laboratorio cuya configuracion
permite la utilizacion de soluciones analiticas para su estudio y determinacion del coeficiente
de difusion.

3.1 FUENTE INSTANTANEA. PULSO DE CONTAMINANTE

Si tenemos un punto con una concentracion constante de un contaminante y queremos
conocer como va variando con el tiempo la concentracion del contaminante en otro punto a x
metros de distancia, aplicaremos la 22 ley de Fick:

ac _ _9*C (3.1)
ot 0x2

La solucion a la ecuacién de difusion nos da la distribucion espacial de la concentracion a
diferentes tiempos. Consideremos una masa de soluto M que se descarga instantdneamente en
el punto x =0 at =0, tal como se muestra en la Figura 4:

0

» +00

3
([ =

X

Figura4. Descarga de un soluto de masa M en el punto x=0.

La masa esta contenida en un espesor despreciable denominado funcion delta de Dirac.
Con:
Condicion inicial C(x=0,t=0) = M-3(x)

14



donde 6(x) = 0 para x # 0 y 6(x) =1 parax = 0.
Condiciones de contorno Cuando X —+w C—>0
Cuando X >+ 0Clox— 0

La solucion analitica con estas condiciones a la ecuacion de Fick es:

M x? (3.2)
C(x,t) = mexp (—m>

La concentracion maxima, que permanece siempre en el origen x=0 o el punto de vertido,
decrece con el tiempo y se obtiene para:

M (3.3)
VarDt

Como la masa se difunde de forma simétrica, Figura 5, la solucién es simétrica respecto al
plano x = 0.

C(x =0, t)méx. =

x=0

t, > t,

t, > 1

Figura 5. Difusion de una fuente instantanea situada en x = 0.

Si la fuente es radiactiva se incluye el término en la ecuacion:

M <—x2 M) (3.4)
ex —
vampt P\aDt

Si aplicamos logaritmos a la ecuacion (3.2) tendremos:

C(x,t) =
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2

)_% (3.5)

M
VanDt

Si representamos log C vs. X%, lo que tenemos es una recta y = a +b-x?, y podemos obtener el
coeficiente de difusién por la pendiente de dicha recta (Torstenfelt et al., 1987).

logC(x,t) = log (

Si escribimos la ecuacion (3.2) de la forma:

C(x,t) 1 ( x? ) (3.6)
M VanDt 4Dt
Se observa que la ecuacion (3.6) es analoga a la ecuacion de la distribucién normal de Gauss:
1 (x — u)2> (3.7)
N(u,0?) = exp| ———=—
(1, 0%) 5 oP < 552

La distribucion de Gauss viene definida por la media y la desviacion estandar, Figura 6. Por
tanto, nuestra concentracion viene dada por una distribucion normal con media p = 0 y
varianza o® = 2Dt, que representa la anchura de la nube de difusién. La desviacion estandar

es, o = 2Dt.

Figura 6. Distribucion normal o de Gauss (Figura modificada de H. Nept, 2008).

Tendremos que:

M ( 2Dt
ex —_——
Jampt P\ aDe

Clx = x20,t) = 0.14C 45

C(x =0 =V2Dt,t) = (3.8)

1
) = Crax()exp (~3) = 0.61Cmss
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Asi, el 68 % de la masa total se encuentra a una distancia inferior o igual a o de la posicién
media (u = 0); el 95,45 % de la masa se encuentra dentro de +2c de la posicion media, y el
99.73% dentro de +3o.

La Figura 7 muestra como evolucionaria el perfil de concentracion dentro de la muestra para
diferentes tiempos, usando la ecuacion (3.2).

La solucién presentada en la ecuacion (3.2) es la solucion correcta para un sistema
matematico 1D en el que la concentracion tiene unidades de M/L. En un sistema real (3D) la
concentracion tiene unidades de M/L?, luego para el sistema real hay que dividir por las
dimensiones que faltan. Si supones el sistema real como el representado en la Figura 8, la
solucion se convierte en:

et M <—x2> (3.9)
x,t) = ex
A, NaDt T\ 4Dt
150
125 1
100
< 75
o
50
25 1
0 T T T T T T T T T T '
-30 -20 -10 0 10 20 30

Distancia ( mm)

Figura 7. Distribucion del soluto descargado en el punto x = 0 para diferentes tiempos.

A" :

/z x=0

Figura 8. Descarga instantanea de un trazador en el punto x = 0 en un sistema 2D.
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La concentracién maxima, igual que anteriormente, se producira en el punto de vertido:

o M (3.10)
" Ay VAnDt

Si la masa se descarga en otro punto arbitrario x = x; y al tiempo arbitrario t = t; como se
muestra en la Figura 9.

Entonces:
t=tt
X = X-X1
y la solucion analitica se expresa como:
) M (—x’2> (3.11)
x,t) = exp|—
VarDt' P\4Dt
M
-00 < i } » +00
x=0 X = Xq
t=0 t=t,

Figura 9. Descarga instantanea en el punto x = x; para un tiempo t = t;.

La forma 2D de la ecuacién de estado de difusion es:
ac b 9%c D 9%c (3.12)
ot Foxz Y oy?

Si consideramos ahora la descarga instantanea de un soluto de masa M en un dominio 2D,

como el representado en la Figura 10 (Bhattacharjya, 2014), con:

Condicion inicial:

C(x=0,y=0, t=0) = M-5(x,y) donde 6(x,y) = 0 para X,y # 0 y 8(x,y) =1 para x,y = 0.
Condiciones de contorno:
Cuando X —>+o0 oClox,C—0

Cuando y —+o0 oCloy,C—0
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Figura 10. Descarga de un soluto con masa M en un sistema 2D sin limites.

La solucidn a la ecuacion (3.12) con estas condiciones es:
M x? y? (3.13)
4nt,/D, D, 4D t 4Dyt

Similarmente al caso 1D, si la masa se descarga en otro punto arbitrario X = X;, y = y1 y al
tiempo arbitrario t = t; la solucion es:

C(x,t) =

C(x,t)

_ M ox (_ (x—x)* (y—y1)2> (3.14)
4m(t — t)yDyD, T\ 4Dy(t—t) 4D, (t—t;)

La forma 3D de la ecuacion de estado de difusion es:

ac 92¢C 92¢C 92¢C (3.15)

—=D D D
ot “x2 T y6y2+ Z 022

Y similarmente que en los casos anteriores la solucion en (0, 0, 0) viene dada por la ecuacion:

Clx,t) =

M x? y? z2 (3.16)
exp | — — -
(4nt)*/2 D,D,D, T\ 4Dt 4Dyt 4Dt

Y si es en el punto (X1, yi1, 1) tenemos la solucidn:

Cx,t) =

M eox <_ (x —x,)? _ v —y1)? . (Z—Z1)2> (3.17)
(4n(t — £))*2 D,D,D, T\ 4Dy(t—t;) 4D,(t—t) 4D,(t—t;)

La ecuacion de difusion es lineal, por tanto, el principio de linealidad (superposicion y
proporcionalidad) se puede emplear para resolver el problema de fuentes distribuidas y
contintas. Supongamos el caso de la Figura 11; la distribucion espacial y temporal del soluto
descargado en cada punto se calcula mediante:
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C(x,t) = Lex (M)
v _,/47TD(t—t1) P 4D(t —tq)
C,(x, t) = Lex <L)CZ)Z>
2T JanD(t — ty) P\aD(t—t)
I ¥

x=0
t=0

» +00

Figura 11.

Descarga de un soluto en dos puntos y tiempos distintos

50
45
401
35-
30-
25

C(x,t)

201
15
10
5]

— C1
C,
——C=C,*C,
T T T '\I T T T
20 0 20 40 60 80

Distancia (mm)

Figura 12. Efecto individual y combinado de dos fuentes de igual masa descargadas en los puntos

x =10y x =50.

Podemos aplicar el principio de superposicion, de forma que el efecto combinado de las
fuentes de masa M; y M, descargadas, por ejemplo, en x;= 10 y X, = 50 en el tiempo t se

puede calcular como:

C(xt) = C1(10,t) + C2(50, 1)

La Figura 12 muestra la respuesta individual de cada fuente instantanea y la combinada.

La difusion 2D, en las direcciones x e y, puede considerarse como el producto de la difusion

1D en dos direcciones:

Clx,y, t)=

Va4nDt

M, < x2> M,
exp|——])-

(3.18)



donde M,y es la masa introducida por unidad de longitud, M,y = Mo/L.

La difusion 3D, en todas las direcciones, puede considerarse como el producto de la difusién
1D en las tres direcciones:

M r? 3.19
Clxy,t) = T?th exp <— m) 519

donde My, = Mg es la fuente puntual instantanea, y r* = x* + y* +z° es el radio de la esfera.

3.2 FUENTE CONTINUA.
Si consideramos el caso de una fuente de concentracion constante en un sitio fijo, que inicia a
difundirse en un tiempo t = 0, con las condiciones iniciales y de contorno:
C(x,t=0)=0
C(x=0,t) = Co
C(x=m, t)=0

la solucion analitica que se obtiene es:

C(x,t) = Coerfc< ) (3.20)

X
V4Dt
La Figura 13 muestra un ejemplo del perfil de concentraciones en la muestra para diferentes
tiempos para una fuente continda situada en x = 0.

1.0

—_t=

—1t=20
—1t=50

0.8

0.6

cic,

0.4

0.2

0.0

Distancia (mm)

Figura 13. Concentraciones en x = 0 usando la ecuacidn de fuente continua.

En la ecuacidn (3.20) el coeficiente de difusion que se obtiene es el aparente si hay sorcién
del trazador, pero igualmente, por la relacion entre el aparente y el efectivo podemos escribir
la ecuacion como:
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C(x,t) = Coerfc <L> (3.21)
N

Si el material poroso tuviese una concentracion inicial, Cy, las condiciones iniciales y de
contorno serian:

C(x,0) = Cy para x>0
C(x,0) = Co para x<0
C(0,t) = Co para 20

Y la solucion analitica seria (Ryerson, 1987):

C(x,t) —Cy _ erf( X ) (3.22)
€1~ Go JVaDt

Si la concentracion se mantiene constante solo durante un tiempo T y a continuacion se hace
instantaneamente cero, tenemos:

Condicion inicial: Xx>0,t=0,C=0
Condiciones de contorno: x=0,0<t<T,C=C,
Xx=0,t>T,C=0

La solucidn analitica se obtiene por superposicién (Carslaw y Jaeger, 1959; Bear et al., 1994):

Parat<T:
X
C(x,t) = Coerfc (\/4_Dt)
Parat>T:
C(x,t) = Co [erfc ( \/%) —erfe (Jﬁﬂ
EJEMPLO

Una balsa de 0.3 m de espesor contiene cloruro en una concentracion de 1000mg/L. Si el
coeficiente de difusion efectivo del cloruro en ese medio es la tortuosidad es 1.0-10° m%s,
¢ Cual sera la concentracion de cloruro a 3 m de profundidad después de 100 afios de difusiéon?

Solucién:
D = 1.0-10-9m?%/s = 0.031 m?/afio.

Aplicando la ecuacién (3.20):

. 3
CQut) = Coerfe (m) = 1000 - erfc (m)

C(x,t) = 1000 - erfc(0.8385) = 235.7 mg/L
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4 ENSAYOS DE DIFUSION. TECNICAS EXPERIMENTALES.

La medida del coeficiente de difusion en un medio poroso se puede realizar por diferentes
métodos, resolviendo la ecuacion de difusion para las condiciones iniciales y de contorno
adecuadas. El coeficiente de difusion se puede obtener en régimen transitorio y en régimen
permanente, Eriksen y Jacobsson (1984). En régimen transitorio el trazador se va
introduciendo en la muestra y después de un cierto tiempo, el andlisis del perfil de
concentraciones en la muestra permite el calculo del coeficiente de difusion. Si el trazador se
adsorbe sobre el medio se obtiene el coeficiente de difusion aparente (D), pues el perfil de
concentraciones estara afectado por la sorcion. EI régimen permanente se obtiene cuando se
consigue un flujo constante de trazador a través de la muestra, este valor es independiente de
la sorcidn y por tanto se obtiene el coeficiente de difusion efectivo (De).

Existen diferentes tipos de experimentos para obtener el coeficiente de difusidn y su seleccion
dependerd del tipo de muestra y de las propiedades del trazador. A continuacion,
presentaremos algunos de ellos detallando sus usos preferentes.

4.1 TIPOS DE ENSAYOS DE DIFUSION

En los procesos de difusién influye mucho el medio, ya que un contaminante que tiene que
atravesar un medio poroso no tiene el mismo coeficiente de difusion ni facilidad para
difundirse que un contaminante en el agua. En los ensayos experimentales consideramos un
medio poroso homogéneo, como puede ser una arcilla saturada. Las arcillas se utilizan
ampliamente como barrera para la migracion de contaminantes porque presentan una muy
baja conductividad hidraulica, es decir el agua se mueve a una velocidad tan baja a través de
ella, que el transporte es Unicamente difusivo, y ademas presenta una gran capacidad de
retencion de contaminantes.

Las caracteristicas quimicas del contaminante, por ejemplo, si se adsorbe o no, obligan a
elegir un tipo u otro de ensayo para realizar los estudios experimentales de difusion. Asi, por
ejemplo, un cation, que generalmente se adsorbe, requiere de muchisimo tiempo para
atravesar un medio, por tanto, el estudio de la difusion serd més eficaz analizando el perfil de
concentracion que presenta en el medio después de un tiempo determinado.

En funcidn de las condiciones iniciales y de contorno gque tengamos contamos con distintos
ensayos, los mas comunes son los siguientes (Shackelford, 1991; Garcia-Gutiérrez et al.,
2006):

e Through-diffusion con gradiente de concentracion variable o constante.
e In-diffusion

e Fuente plana

e Método de la media fuente

e Método de la fuente gruesa

e Método de la fuente fina
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4.1.1 THROUGH-DIFFUSION CON GRADIENTE DE CONCENTRACION
CONSTANTE.

En los ensayos Through-Diffusion (TD) o difusion a través, la muestra se encuentra
localizada entre dos depoésitos que se mantienen homogéneos mediante agitacion, Figura 14,
Cuando la muestra estd saturada, se introduce el trazador en el deposito de entrada. La
concentracion en los depositos debe permanecer constante, de forma que el gradiente de
concentracion entre ambos depositos sea también constante. Se alcanza el régimen
permanente cuando el flujo de trazador a través de la muestra es, asimismo, constante. El
método se describe en Descostes et al., (2008), Garcia-Gutiérrez et al., (2006) y Van Loon et
al., (2003). Se pueden usar diferentes aproximaciones para mantener el gradiente de
concentracion constante: en el depdsito de entrada se puede afadir trazador, si fuese
necesario, 0 usar un volumen grande, de forma que se pueda considerar despreciable la
disminucion de la concentracion durante el experimento; el deposito de salida se puede
muestrear frecuentemente para mantener la concentracién proxima a cero o usar un depdsito
pequefio que se cambia periddicamente.

Depoésito Depdsito
trazador Medio medida
POroso
Co C~0

Figura 14. Esquema de un ensayo Through-Diffusion.

La Figura 15muestra un esquema de un ensayo TD tal como se realiza en el laboratorio, con
un deposito de entrada grande y uno de salida pequefio que se debe cambiar periédicamente.

Celda difusidn

/B8

Depésito entrada Bomba peristaltica Deposito salida

Figura 15. Esquema del montaje experimental de un ensayo TD con gradiente de concentracion
constante.
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Las condiciones iniciales y de contorno de un ensayo TD con gradiente de concentracion
constante, considerando el flujo a través del eje x son:

a) Condicion inicial:
Cx,t)=0 VX y t<0

Significa que la muestra esta inicialmente libre de trazador.

b) Condiciones de contorno:
En la cara de concentracion alta: C(0, t) = Co = const. t>0

En la cara de concentracion baja: C(L, t) =0 t>0
Donde L es la anchura de la muestra.

Con estas condiciones iniciales y de contorno, existe una solucion analitica a la ecuacién de

difusion de Fick, que nos expresa el perfil de concentracion para un tiempo t, dada por
(Crank, 1975):

Cort e l1o% 25:1 nmx D, -n?-m? . (4.1)

(x,t) = Co [T ), sen—exp T
n=1

donde D, (m%/s) es el coeficiente de difusién aparente, Co (mol) es la concentracion inicial y L

(m) es la anchura de la muestra. Después de un cierto tiempo, cuando se alcanza el régimen

estacionario, el perfil de concentracion en la muestra se hace una linea recta, Figura 16.

1.0
0.8 t = 5 afios
— o
S 0.6 " t=1 afio ('_'5:
o - S S
o o 2
= D
sl € t=0.5 afio "083_
(]
Qo o
0.2 -
P
t=0.25 afio
0.0 . T . ; : : :
0 5 10 15 20

Distancia (mm)

Figura 16. Perfil de concentracién en el interior de la muestra. El perfil se hace una linea recta
cuando se alcanza el régimen estacionario.
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El flujo a través de la cara de baja concentracion, en x= L, se calcula con la ecuacion (Thoma
et al., 1993; Grathwohl, 1998; Jakob et al., 1999):

D, 2 N —n?m2D,t
=G| 1 22(—1) exp|—
n=1

donde D, (Mm%/s) es el coeficiente de difusion efectivo y & (-) es la porosidad accesible de la
muestra. Inicialmente hay un comportamiento del sistema transitorio, hasta que el trazador
ocupa la porosidad y la concentracion de la solucion y el sélido (si hay sorcion) alcanzan el
equilibrio. Posteriormente se establece un gradiente de concentracién lineal a lo largo de la
muestra, y la difusién alcanza un estado estacionario con flujo constante (mol-m™-s), dado

ac (4.2)

](th) = _E'Dea

. CoDe . : : L
por j. = % independientemente de los mecanismos de retardo como la sorcion. Por esta
razon, los experimentos TD precisan de mucho tiempo si se usan trazadores no conservativos.

Integrando el flujo con respecto al tiempo y multiplicAndolo por el area de la seccion de la
muestra A (m?) se obtiene el total de masa del trazador que difunde (0 masa acumulada en el
depdsito de baja concentracion), Q (M), que en el caso de sorcién lineal es (Crank, 1975;
Bourke et al., 1993):

=AL-C-|2t—=2-"2) 2 2
¢ 0112 6 12 ] n? 2«
n=

D a 2 (-1)" D, -n? - m? (4.3)
(-2 )

donde a es el factor de capacidad dado por a = &+ pq - Kq. En esa expresion, pq es la
densidad seca de la muestra (kg-dm™) y Kgq es el coeficiente de distribucion (dm*-kg™). Para
trazadores conservativos, Kq4 = 0 y el factor de capacidad es equivalente a la porosidad
accesible.

La relacion entre D, y De viene dada por la ecuacion (2.21):

D, D, (4.4)

D =— "¢ _Ze
 e+ps Ky «a

Para tiempos suficientemente largos, se alcanza el estado estacionario y el sumatorio en la

ecuacion anterior se hace despreciable. Esto es debido a que el término exponencial tiende a

cero, obteniéndose una relacion lineal entre Q y t:

Q:A.L.CO.[%t_%] (4.5)

Al representar la masa acumulada vs el tiempo se obtiene una grafica como la mostrada en la
Figura 17.
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Figura 17. Evolucion de la masa acumulada en funcion del tiempo, mostrando la zona de ajuste
lineal y el punto de corte con el eje del tiempo o time-lag.

La gréfica presenta dos zonas, la primera corresponde al régimen transitorio, y la segunda al
estacionario o permanente, que implica un flujo constante de trazador con el tiempo. El
coeficiente de difusién efectivo puede calcularse a través de la pendiente de la linea recta del
ajuste de comportamiento de la masa acumulada Q en funcién del tiempo en la ecuacion
anterior, quedando:

_ pendiente - L (4.6)
€ A ‘ CO

Esta ecuacion simplificada es la que se suele usar para calcular el coeficiente D en un
experimento TD.

La recta de ajuste corta al eje del tiempo (es decir para Q = 0) en un punto denominado time-
lag (t) que es aproximadamente 2/3 del tiempo necesario para alcanzar la condicion de
régimen estacionario (Crank, 1975):

L? «a (4.7)

El factor de capacidad, o, se puede calcular a partir de esta Gltima ecuacion, que para
trazadores conservativos (Kq = 0) es igual a la porosidad accesible.

D, -t (4.8)
L2

a==6

Desde un punto de vista practico, no es facil mantener constante la concentracion en los
depdsitos a lo largo del tiempo. Se aceptan pequefias variaciones siempre que preserven la
validez de la solucion analitica. Durante el experimento, en el depdsito de trazador no debe
variar la concentracion mas de un 10% de su valor nominal, mientras que en el depoésito de
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medida no se debe alcanzar una concentracion superior al 10% del valor del depdsito de
entrada. El ensayo puede terminar cuando el régimen permanente representa méas de la mitad
de la duracion total del ensayo.

4.1.2 THROUGH-DIFFUSION CON GRADIENTE DE CONCENTRACION
VARIABLE.

Se trata de un ensayo TD en el que se permite que las concentraciones en ambos depositos
evolucionen hasta casi llegar a igualarse, Figura 18. Para este tipo de ensayos existe una
solucién aproximada de la 22 ley de Fick propuesta por Wolfrum et al., (1988):

In[AC,/AC] (4.9)
D, =—2 =
B-t

Donde De es el coeficiente de difusion efectivo, ACy es la diferencia de concentracion inicial
entre los dos depositos, AC es la diferencia de concentracidn entre los dos depositos en el
tiempo t, y £ se define por:

ot (ke

Con A el area de la muestra, L su anchura 'y V, y Vi los volumenes de los depositos.

El método de Wolfrum estd basado en una condicion de régimen no estacionario y la
aproximacion es solo valida para trazadores conservativos (Cormenzana et al., 2003). La
evaluacion del coeficiente de difusion necesita la evolucion temporal de los dos depdsitos. El
coeficiente de difusion efectivo se puede obtener por regresion lineal de los datos
experimentales al representar In[ACo/AC] vs. B-t. En esta representacion, el coeficiente de
difusion es la pendiente de la recta obtenida.

1.0 4

0.8 4

Deposito IN

5 0.6 B -~ -
8 SR » e S
0.4 L aem s T
. .-
-
‘ - - o)
024 - - Depdsito OUT
”
.. s

.7
0.0 T T T T

0 20 40 60 80 100

Tiempo (dias)

Figura 18. Evolucion de las concentraciones en los depositos de entrada (parte superior) y salida
(parte inferior) para tres coeficientes de difusion.
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Moridis (1999), desarrollé una solucion semi analitica para este tipo de ensayos, con
concentracion variable en los dos depo6sitos y que tiene en cuenta la difusion en los poros, la
difusion superficial, la transferencia de masa entre las fracciones de agua maévil e inmovil, con
sorcion lineal y desintegracion radiactiva.

Similarmente, Bharat (2009, 2013) deriv6 una solucién analitica para los ensayos de difusion
TD con gradiente de concentracion variable y sorcion lineal usando transformadas de Laplace.

4.1.3 ENSAYOS IN-DIFFUSION.

Los ensayos In-Diffusion, ID, o difusion hacia el interior de la muestra, son los tipicos
realizados en régimen transitorio. En estos experimentos la celda que contiene la muestra,
generalmente accesible por uno de los lados, Figura 19, se sumerge en un dep6sito con un
volumen determinado de agua en equilibrio con el material. Cuando la muestra esta saturada
se afiade el trazador al depdsito. Después del tiempo de ensayo, se desmonta la celda y la
muestra se corta en finas rodajas donde se mide la concentracion del trazador, obteniéndose el
perfil de concentracion, Figura 20. Si el tiempo de difusion es el adecuado y el trazador no
alcanza el final de la muestra, el experimento puede tratarse como un problema
unidimensional en un medio semi-infinito, para el cual existe una solucién analitica. Este tipo
de ensayos es muy Util para trazadores que se adsorbe en el medio, en los que alcanzar el
régimen estacionario precisaria de muchisimo tiempo.

Depoésito
trazador Medio
pOroso
Co

Figura 19. Esquema de un ensayo In-Diffusion.
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Figura 20. Perfiles de concentracidn en la muestra en funcién del tiempo para un deposito con
concentracion constante.
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Si la concentracion en el deposito permanece practicamente constante durante el ensayo y la
muestra se puede considerar un medio semi-infinito, tenemos las siguientes:

condicidn inicial C(x >0,t=0)=0
condiciones de contorno C(x=0,t>0)=Cy
Cx=o,t>0)=0

El perfil de concentracion dentro de la muestra puede ajustarse con la siguiente solucion
analitica (Crank, 1975):

C(x,t):CO.erfc< X ) (4.11)
2/Dat

donde C es la concentracion de trazador en la muestra, Co la concentracion inicial que
permanece constante, x la distancia difusiva y t el tiempo experimental y D, el coeficiente de
difusion aparente.

Podemos calcular la cantidad de trazador que ha penetrado en la muestra, es decir, la masa por
unidad de area que ha difundido en la muestra, utilizamos la siguiente ecuacion (Grathwohl,
1998):

M =2-Cyay/D,-t/T (4.12)

Donde a es el factor de capacidad que depende del coeficiente de distribucion, la densidad
seca de la muestra y su porosidad.

Mantener la concentracidn constante en el depdsito puede ser complicado si el trazador se
adsorbe sobre el medio poroso, pues implica su adicion periddica. Put y Henrion (1992)
presentan una solucién para el caso en que se permita que la concentracion del depésito varie
a lo largo del ensayo:

x + 2BD,t (4.13)

Cp(x,t) = A-exp(Bx + B*D,t) erfc )
t
a

donde Cy, es la concentracion en el material poroso (sélido y liquido), Co concentracion inicial
en la solucion, x es la distancia recorrida, D, es el coeficiente de difusion aparente, t es el
tiempo de difusion, y A'y B se definen por:

A= S'RfCO

B R;-S Co
f Qo

con Qg masa de trazador inicialmente introducida (Qo= Co-V), V el volumen del deposito, R el
factor de retardo, S la seccion de la muestra y ¢ la porosidad accesible a la difusion.
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Los parametros que pueden obtenerse directamente, usando la ecuacion (4.13), son el
coeficiente de difusion aparente, D,, y el producto &Rf. Si se conoce la porosidad accesible,
se puede obtener el coeficiente de distribucion en la muestra.

La ecuacion (4.13) se ajusta a los resultados experimentales mediante los parametros del
modelo A, B y Dy-t. Se puede ver que A y B son dos pardmetros que estan estrictamente
relacionados y su relacion (A/B) = (Qo/S) puede evaluarse experimentalmente.

Van Rees et al., (1991) aportan también una solucion cuando la concentracion en el deposito
no se mantiene constante, pudiéndose obtener la evolucién de la concentracion en el deposito
con el tiempo, asi como el perfil de concentracion dentro de la muestra. Incluso, Flury y
Gimmi (2002) presentan una solucién para un ensayo al reves: difusion desde una muestra
solida marcada a un depdsito libre de trazador.

4.1.4 ENSAYOS CON UNA FUENTE PLANA INSTANTANEA

Los ensayos TD e ID no son métodos apropiados si la capacidad de sorcion del trazador es
muy fuerte. Con estos trazadores, en un ensayo TD alcanzar el régimen estacionario
necesitaria de muchisimo tiempo, y ademas el trazador se puede adsorber sobre el material de
las celdas, los filtros, tubos, etc., estropeando el ensayo. En estos casos la mejor opcion es
introducir directamente el trazador en el material poroso, evitando el contacto con todo lo
demas. Hay varias configuraciones para poder realizar asi los ensayos para las cuales existen
soluciones analiticas. Una de ellas es la denominada fuente plana instantanea.

Si un papel de filtro impregnado con un trazador altamente soluble se sitla entre dos muestras
del material saturado, se obtiene una fina fuente plana o fuente plana instantanea. Con esta
configuracién, Figura 21, el trazador va difundiendo en las muestras, y al final del
experimento y una vez que se corta en finas rodajas ambas muestras, se obtienen perfiles de
concentracion simétricos, Figura 22. Este es un método experimental muy sencillo que
ademas facilita el uso de trazadores radiactivos u otros con gran capacidad de adsorcién sobre
el material de las celdas, pues el trazador solo se pone en contacto con el material a estudiar.

Fuente con trazador

A A

Medio Medio
POroso POroso

Figura 21. Esquema de una fuente plana instantanea.
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Figura 22. Perfiles de concentracion para una fuente plana instantanea entre dos muestras
porosas a diferentes tiempos.

Si consideramos el problema unidimensional infinito donde inyectamos la masa de trazador M
uniformemente en la seccion de area A en el punto x = 0 para un tiempo t = 0. La anchura
inicial del trazador es infinitesimal.

La condicion inicial es que el trazador se inyecta uniformemente en la seccion con una
anchura infinitamente pequefia, que especificamos como funcién delta de Dirac d(x), cero en
todos los sitios excepto en x =0 que es infinita, pero la integral de la funcion delta desde +w a
-0 es 1:

C(x,0) = (%) 5(x) (4.14)

Imponemos como condiciones de contorno que las concentraciones a oo quedan como cero:
C(zo0,t=0)= 0.

La solucion analitica que se obtiene para estas condiciones es (Crank, 1975):

Clx,t) =

M ( x? ) (4.15)
2A,/mD,t 4Dgt

donde A es el area de la seccién de muestra y M la cantidad total de trazador. Tomando
logaritmos en ambos lados se obtiene una expresion lineal, a partir de la pendiente se obtiene
el coeficiente de difusién. Ajustando el perfil de concentracion experimental de C/M vs. X
también es posible obtener el D,.

Si el papel de filtro esta situado en un extremo de la muestra, el factor 2 en la ecuacién (4.15)
desaparece.
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EJEMPLO (Cushman-Roisin, 2012)

Un deposito que viaja en una barcaza, de pronto se rompe y 100 litros de benceno (CgHs,
densidad= 0.879 g/cm®) caen a un canal de 8.07m de profundidad y una anchura de 48.8 m.
donde se mezclan rapidamente con el agua. El coeficiente de difusién es de 3.0 m?/s. ;Cuél
sera la concentracion de benceno después de 2, 6, 12 y 24 horas del accidente en el sitio del
vertido y 300 m mas lejos?

Solucion:

La masa de benceno que se ha vertido es:
m = densidad x volumen = 0.879kg/L x 100 L = 87.9 kg
Sobre la seccion del canal tendremos:
M = m/seccion del canal = 87.9kg/393.8 m? =0.2232 kg/m?
La concentracion con el tiempo viene dada por la ecuacion:

Clx,t) =

M [ x? ]

exp|———

Vampt 7| 4Dt
Que para el sitio del vertido, x = 0, queda:

M 0.2232kg/m?

Clx,t) = =
(x.0) v4anDt  6.14m -/t (s)
Para 2h (7200 s) C(x) = 0.428 mg/L
Para 6h (21600 s) C(x) = 0.247 mg/L
Para 12h (43200 s) C(x) =0.175 mg/L
Para 24h (86400 s) C(x) =0.124 mg/L

A la distancia de 300 m;
x? _ 7500  2.083
4Dt t(s)  t(h)

mg 2.083
C(x,2h) = 0'428T - exp [_T = 0.151mg/L

Para 6h C(x, 6h) =0.175 mg/L
Para 12h C(x, 12h) = 0.147 mg/L
Para 24h C(x, 24h) = 0.113 mg/L

Observe que la concentracion a 300m primero aumenta (pues va llegando méas concentracion)
y después decrece (se va diluyendo). Podemos calcular el tiempo para el que la concentracion
es maxima, derivando con respecto al tiempo la ecuacion e igualando a cero:

Sustituyendo en la ecuacion tenemos:
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M

C = ! —0242M
max — ,—anexp[ 2]— ' x

Para M = 0.2232 kg/m? y x = 300m los valores son:
Cmax = 0.180 mg/L a tmax = 4h 10min.
415 METODOLOGIA DE LA MEDIA FUENTE

Este tipo de ensayo se puede utilizar cuando es posible disponer de una muestra saturada con
el trazador, por ejemplo, si el material es una arcilla compactada. EI método se basa en poner
en contacto dos muestras del material una de ellas marcada con el trazador y la otra libre del
mismo, de forma que se permite la difusion, Figura 23. La concentracion del trazador decrece
en la muestra trazada mientras aumenta en la sin trazar. También en este caso, para obtener la
solucion analitica, es preciso que el trazador no alcance el final de la muestra, de forma que el
sistema pueda ser considerado semi-infinito. Después del tiempo estimado de ensayo, se
desmonta la celda y se cortan las muestras en finas lonchas donde se mide la concentracion
del trazador y se puede obtener el perfil de concentraciones.

Medio
poroso

Figura 23. Esquema de un ensayo de difusién con una media muestra marcada.
Las condiciones iniciales y de contorno son las siguientes:
C(x<0,t=0)=Cy; C(x>0,t=0)=0
C(x=-m,t>0)=Cy
Cx=o,t>0)=0

Y la solucion analitica es (Crank, 1975):

c 1C f( X > (4.16)
= =(,-erfc
27° 2Dt

donde C es la concentracion de trazador en el tiempo t y a una distancia, x; Co es la
concentracion de la muestra marcada con el trazador en el tiempo t=0; erfc es la funcién de
error complementario; y D, el coeficiente de difusion aparente.
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Figura 24. Perfiles de concentracion en funcién del tiempo en la muestra trazada y sin trazar.

El coeficiente de difusion aparente se puede medir ajustando el perfil experimental al teérico
obtenido mediante la ecuacién (4.16). También se puede obtener midiendo la cantidad de
trazador trasferida de una pastilla a la otra en un determinado momento. La Figura 24 muestra
la evolucion tedrica de un ensayo de este tipo para diferentes tiempos.

Fisicamente lo que sucede es que el contaminante se distribuye sobre la zona inicialmente
limpia, mientras que la contaminada pierde concentraciéon gradualmente.

4.1.6 DIFUSION DE UNA FUENTE GRUESA

Si en vez de una fuente plana de espesor despreciable, tenemos una fuente gruesa, con un
espesor 2h, por ejemplo una muestra con trazador entre dos muestras libres de trazador,
Figura 25, y no permitimos que el perfil de concentracion alcance el final de las muestras,
podemos considerar el medio poroso como infinito y entonces tenemos las siguientes
condiciones inicial y de contorno:

C(x<-h,t=0)=0; C(x>h,t=0)=0
C(-h<x<h,t=0)=Cy
C(x=+w,t>0)=0

y la solucion analitica es (Crank, 1975; Ozisik, 1993)):

C—lc[ f<h—x>+ f<h+x>] (4.17)
_Zoer —2\/D_at er 2\/D_at
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donde, Cy es la concentracion inicial de elemento traza en la muestra marcada de espesor 2h; x
es la distancia de difusion; D, es el coeficiente de difusion aparente, y t es el tiempo.

Fuente gruesa

!

Medio
pPOroso

Medio
pOroso

Xx=0

Figura 25. Esquema de un ensayo con una fuente gruesa.

Inicialmente este ensayo de difusidn se disefio para elementos con gran capacidad de sorcién,
pero con esta configuracion se pueden realizar ensayos incluso para elementos conservativos.
La Figura 26 muestra el tipo de perfiles de concentracion que se obtienen con esta
metodologia. La posicién del pico o concentraciébn maxima se puede calcular para x=0 con la
ecuacion (4.17).

1.0 - . t =0 afio
0.8
| t=0.25 afio
O 0.6
(&) 1
0.4 4 /\ t=0.5 afo
0.2
00 - T T T 1
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Figura 26. Perfiles de concentracién para una fuente de espesor apreciable en funcién del
tiempo.
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4.1.7 DIFUSION DE UNA FUENTE FINA

Otra variacion experimental es la que nos ofrece una fuente delgada o fina en un extremo,
Figura 27, donde se mantiene la concentracion constante, (Ryerson, 1987). Tenemos las
siguientes condiciones:

Cx,t=0)=Cp; x=0
C(x,t=0)=0; X>0

La solucion analitica es:

C(x,t) = Cyexp (——

x? (4.18)
4Dt>

La Figura 28muestra los perfiles de concentracién dentro de la muestra para tres tiempos
distintos.

Medio poroso

Xx=0

Figura 27. Esquema de un ensayo con una fuente fina.
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Figura 28. Perfiles de concentracion para una fuente fina a diferentes tiempos.
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5 INFLUENCIA DE LOS SINTERIZADOS EN LOS ENSAYOS
DE DIFUSION

En los experimentos de laboratorio para obtener el coeficiente de difusion la muestra suele
estar entre dos filtros sinterizados que la separan de los depoésitos. En un ensayo TD, si la
porosidad de los filtros es similar a la del medio poroso que se estudia, estos tendran una
influencia no despreciable en el resultado final, por lo que deben tenerse en cuenta.

Aqui presentamos dos estudios que tienen en cuenta el efecto de los sinterizados porosos en
un ensayo TD. Eriksen y Jansson (1996) desarrollaron el programa ANADIFF que también
resuelve el efecto de los sinterizados en el estudio de la difusion.

5.1 METODOLOGIA PROPUESTA POR PUT & HENRION (1992)

Put y Henrion (1992) utilizan para la representacién de los ensayos TD con los filtros el
esquema que se muestra en la Figura 29. Como siempre, tenemos un testigo cilindrico de
material poroso de seccion A, entre dos filtros, uno en contacto con un dep6sito homogéneo
de concentracion Cy y el otro que debe ser practicamente cero.

En el deposito IN la concentracién permanece constante Co y en el OUT practicamente cero.
En el sinterizado, IN y OUT, tenemos 6; porosidad del filtro, D¢ coeficiente de difusion en el
filtro y Ry factor de retardo en el filtro, con concentracion C; para el IN y C3 para el OUT. En
el medio poroso tenemos su porosidad, coeficiente de difusion y factor de retardo, 6, D y R
respectivamente y la concentracion C,.

Depésito Filtrp IN Filtro OUTpe o ssito
trazador Medio poroso l medida
of o o
R R Re
D] D D
© el o o &°
— — >
F 0 L L+F X

Figura 29. Representacion esquematica de un ensayo Through Diffusion con los sinterizados.
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Inicialmente la concentracién es cero para todo x > -F. En el contorno x = -F tenemos: C;(-
F,t) = Co. El transporte difusivo a través del filtro IN para -F < x < 0 viene dado por la
ecuacion:

oc,  _ 0%C, (5.1)
at T ox?
En el contorno x = 0 entre el primer filtro y el material poroso la concentracion en el liquido

accesible por difusion tiene que ser igual, es decir, C1(0,t) = C,(0,t), asi como el flujo pues no
hay almacenamiento en el contorno:

aC, ac, (5.2)
~or0r8y (55),, = =R (55)

El transporte difusivo a través del material poroso (0 < x <L) viene dado por la ecuacion:

aC, 5 92¢, (5.3)
at  0x?
En el contorno x = L, entre el material poroso y el segundo filtro, de nuevo la concentracién
en el liquido accesible por difusion y los flujos tienen que ser iguales: C,(L,t) = C3(L,t), y

aC; B dC3 (5.4)
ODR ( d0x )XZL B efoRf ( O0x )XZL

La ecuacion de difusion en el segundo filtro para L < x < L+F viene dada por:

0Cs 082G (5.5)
ot T ox2

En el contorno x= L+F se puede escribir C3(L+F,t)=0.

Normalmente en un ensayo TD la cantidad total que pasa a través del contorno x = L+F se
mide en funcién del tiempo. Esta cantidad Q(t) viene dada por la integral del flujo a través del
plano x = L+F desde el tiempo cero hasta t:

t9Cs(x,t) (5.6)
0 x x=L+F
Y esta es la ecuacion matematica que describe flujo difusivo teniendo en cuenta los filtros.
Mediante transformadas de Laplace se puede obtener la solucién analitica (ver el trabajo de

Put, 1991).

Como ejemplo gréfico de la importancia de considerar el sinterizado, se presenta la Figura 30,
donde se han representado los resultados experimentales de un ensayo TD con concentracion
variable, y el ajuste considerando los sinterizados a la vez que el resultado, para los mismos
valores, sin considerar los sinterizados.
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Figura 30. Evolucidn de la concentracidon en los depoésitos IN y OUT. La linea continua con el
mejor ajuste y considerando los sinterizados. La linea discontinua muestra el ajuste con el valor
obtenido y sin considerar los sinterizados (Dai et al., 1999).

5.2 METODOLOGIA PROPUESTA POR MIHARA ET AL., (1999).

En el documento de Mihara et al., (1999) se encuentra una solucion para considerar el efecto
que los sinterizados tienen sobre el coeficiente de difusion en un ensayo TD. Para poder
utilizarla es preciso conocer el coeficiente de difusion efectivo en los filtros.

En un esquema de ensayo TD como el representado en la Figura 31, tendremos unos perfiles
de concentracion tanto en los filtros como en el medio poroso, y el gradiente de concentracién
en los filtros dependerd del trazador. Se puede observar que el verdadero gradiente de
concentracion en el medio poroso es (Cy1-Cp2)/L, donde C,, es la concentracion de trazador en
el agua de poro entre el filtro y el material poroso.

Filtro Medio poroso Filtro

G C
1 De
DeF DeF
G— C
) LF4 L | LF4
p ‘ I-T .

Figura 31. Perfil de concentraciones en filtros y medio poroso.

Puesto que en régimen estacionario los flujos a través de cada material son iguales, tendremos
que:

40



D, (C1 - Cz) = D,, (Cz - C) (5.7)

Co—C Co—Cy
=D (—):D ( ):
] eT LT eF LF L LF

donde J es el flujo [ML™?T™?] en estado estacionario, D. es el coeficiente de difusion efectivo
del material poroso de estudio, Der €s el coeficiente de difusion efectivo de los filtros, Der el
coeficiente de difusion del conjunto filtros + medio poroso de estudio, Cy es la concentracion
de trazador en el depoésito de entrada, C es la concentracion en el depésito de medida y Lg es
la anchura de los filtros y L la anchura de la muestra porosa. Puesto que:

Co—C4 C,—C (5.8)
D”( Lr )zD"’F( Ly )

CO_C]_:CZ_C

C2:C+CO_C1

También:
Co—C Co—Cy (5.9)
DeT( L ):D3F< L )
T F
D L
CO_C1=D_6T L_F(Co C)
eF T
C,-C —(Cy—C
1=Co = LT< 0= 0)

Y de nuevo, de la ecuacion (5.7):

Co—C C,—C,
DeT( Ly ):De( L )

L C—C
LT Cl CZ

D, = Dt -

Co—C
T Ly C—(C+Cy+0Cy)

D,=D

L C—C

D.=Dj+ — —m %
e el . 20, —Co—C
Co—C

Dor L
P [E (G- 0| =Co—cC

Dy = Der -

Ly 2[Co -

Co—C
eT LF(CO C)—C

D, = Dyy -
Lt Co—zg

L 1

LT — DeT.L_F
1=2p, Ip

Dy = Der -

41



_ 1 (5.10)
Ly 5 Lp

DeT DeF

D,

Esta Gltima ecuacion (5.10) es la utilizada en Sato (1999a y b). El ensayo experimental
permite obtener el Det y conociendo el coeficiente de difusion efectivo del trazador en el filtro
se puede hacer la correccion y obtener el De.
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